
1章で扱った緩和時間は概念的なもので、量子力学を用いていない。そこで7章では双極子－双極子相
互作用で結ばれている1組の核を考え、その核間距離が変わらない回転運動や拡散運動に適用できる
以下の𝑇ଵと𝑇ଶの式を導く。

7 Relaxation

1
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ൌ

2𝑀ଶ𝜏ୡ
3

1
1  𝜔ଶ𝜏ୡଶ


4

1  4𝜔ଶ𝜏ୡଶ
1
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1  4𝜔ଶ𝜏ୡଶ

概要

・ℋᇱを摂動項として自己相関関数をGで表す（7-3節）

・FIDは横磁化の時間変化→ 7-1節：密度演算子を用い横磁化の時間変化を求める

FID 𝑡 ൌ
Tr 𝐈ା 𝑡 𝐈ି 0
Tr 𝐈ା 0 𝐈ି 0   𝐈ା 𝑡 ൌ Tr 𝐈ା 𝑡 𝝆 𝑡

・局所磁場の時間変化が緩和の要因：自己相関関数Gの導入→ 7-2節：FIDの形を求める

FID 𝑡 ൌ exp െන 𝑡 െ 𝜏
௧


𝐺 𝜏 d𝜏

5章・6章では緩和を無視してきた。

  
1
𝑇ଶ
ൌ න 𝐺 𝜏

ஶ


d𝜏

 𝐺 𝜏 ൌ
Tr 𝐈ା 0 ,ℋᇱ 𝜏 ℋᇱ 0 , 𝐈ି 0

ℏଶTr 𝐈ା 0 𝐈ି 0

・ℋᇱを具体的に ℋ ℋୈୈ ℋ とおき、FIDを求める（ℋ ：分子運動） （7-4節）



7-5, 7-6節で縦緩和時間、横緩和時間を求め、7-7節でスペクトル密度𝐽 𝜔 を求め、目的の式を得る

L 𝑡 ൌ exp െන 𝑡 െ 𝜏
௧


 𝑚ଶ exp 𝑖𝑚𝜔𝜏
ଶ

ୀିଶ

𝐺 𝜏 d𝜏 𝐺 𝜏 ൌ
Tr 𝐷 𝜏 𝐷ି 0
ℏଶTr 𝐈௭ 0 𝐈௭ 0

分子運動がある場合の縦磁化L 𝑡 の一般式

FID 𝑡 ൌ exp െන 𝑡 െ 𝜏
௧


 exp 𝑖𝑚𝜔𝜏
ଶ

ୀିଶ

6 െ𝑚 𝑚  1
2 𝐺 𝜏 d𝜏           

𝐺 𝑡 ൌ
3𝜋γସℏଶ

5 
Yଶ∗ Ω 𝑡 Yଶ Ω 0

𝑟ଷ 𝑡 𝑟ଷ 0
ஷ

                         

分子運動がある場合の横磁化FIDの一般式

    𝐽 𝜔 ൌ
2
3

𝑀ଶ𝜏ୡ
1  𝜔ଶ𝜏ୡଶ

1
𝑇ଵ
ൌ 𝐽ଵ 𝜔  4𝐽ଶ 2𝜔

1
𝑇ଶ
ൌ

3
2 𝐽 0 

5
2 𝐽ଵ 𝜔  𝐽ଶ 2𝜔

1
𝑇ଶ
ൌ 𝑀ଶ

運動が速い場合
（𝜔𝜏 ≪ 1）

運動が遅い場合
（𝜔𝜏 ≫ 1）
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3

1
1  𝜔ଶ𝜏ୡଶ


4

1  4𝜔ଶ𝜏ୡଶ

1
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ൌ 𝑀ଶ𝜏ୡ 1 

5
3

1
1  𝜔ଶ𝜏ୡଶ


2
3

1
1  4𝜔ଶ𝜏ୡଶ



分母はトレースなので

7-1. 量子論を用いた横磁化の時間変化
3章で密度演算子の時間変化や期待値の求め方を学んだ。

   𝝆 𝑡 ൌ 𝐔 𝑡, 0 𝝆 0 𝐔ା 𝑡, 0 (3-6-1)     𝐔 𝑡, 0 ൌ exp െ
𝑖ℋ
ℏ 𝑡

    𝐔ା 𝑡, 0 ൌ exp
𝑖ℋ
ℏ 𝑡

(3-6-6)

(3-6-7)

   𝐈ା 𝑡 ൌ Tr 𝐈ା 𝑡 𝝆 𝑡 (3-5-3)

           𝝆 𝑡 ൌ exp െ
𝑖ℋ
ℏ 𝑡 𝝆 0 exp

𝑖ℋ
ℏ 𝑡 (7-1-1)

5章：𝝆 0 ൌ 𝝆ୣ୯ ൌ 𝐈とし、ℋ୰ , ℋୌ ,ℋ などを用いて𝝆の変化を調べ、Spin EchoやCOSYなどを導出

𝑖 𝝆 0 𝑖 ൌ 𝑐∗𝑐 ൌ
exp െ  𝐸𝑘𝑇

∑ exp െ  
𝐸
𝑘𝑇

ൌ
𝑖 exp െ𝛽ℋ 𝑖

∑ 𝑗 exp െ𝛽ℋ 𝑗
(3-7-1) = (7-1-2)

  𝝆 0 ൌ
exp െ𝛽ℋ

Tr exp െ𝛽ℋ
(7-1-3)

      𝐈ା 0 ൌ Tr
𝐈ା 0 exp െ𝛽ℋ
Tr exp െ𝛽ℋ ൌ

Tr 𝐈ା 0 exp െ𝛽ℋ
Tr exp െ𝛽ℋ

(7-1-4)

   𝐈ା 0 ൌ Tr 𝐈ା 0 𝝆 0 (3-5-3)'緩和を扱う前に熱平衡状態の横磁化を考えよう

熱平衡状態：Boltzmann分布で表すことができる

ℋ ൌ െ𝜔ℏ𝐈௭ 𝜔： 𝜔とOffsetなどの和

1
𝑘𝑇 ൌ 𝛽

熱平衡状態の横磁化

NMRで観測するのは横磁化𝐈ାの期待値



   𝐈ା 𝑡 ൌ
Tr 𝐈ା 𝑡 exp െ𝛽ℋᇱᇱ

Tr exp െ𝛽ℋᇱᇱ

 𝝆 𝑡 ൌ exp െන
𝑖ℋᇱ

ℏ dτ
௧


𝝆 0 exp න

𝑖ℋᇱ

ℏ dτ
௧



3章で見たように密度演算子と任意の演算子Aの時間変化は、以下のように表すことができる

 𝑖ℏ
𝜕
𝜕𝑡 𝐀 𝑡 ൌ 𝐀 𝑡 ,ℋᇱ

𝑖ℏ
𝜕
𝜕𝑡 𝝆 𝑡 ൌ ℋᇱ,𝝆 𝑡 (3-2-4)

𝐀 𝑡 ൌ exp න
𝑖ℋᇱ

ℏ dτ
௧


𝐀 0 exp െන

𝑖ℋᇱ

ℏ dτ
௧


(7-1-7)

 𝐈ା 𝑡 ൌ
Tr exp  𝑖ℋᇱ

ℏ d𝑡ᇱ௧
 𝐈ା 0 exp െ 𝑖ℋᇱ

ℏ d𝑡ᇱ௧
 exp െ𝛽ℋᇱᇱ

Tr exp െ𝛽ℋᇱᇱ

 𝐈ା 0 ൌ
Tr 𝐈ା 0 exp െ𝛽ℋ

Tr exp െ𝛽ℋ (7-1-4)

ℋ ൌ െ𝜔ℏ𝐈௭

横磁化の時間変化を見ていこう！

(7-1-5)

   𝐈ା 𝑡 ൌ Tr 𝐈ା 𝑡 𝝆 𝑡 (3-5-3) 𝝆 0 ൌ
exp െ𝛽ℋ

Tr exp െ𝛽ℋ (7-1-3)よって、 𝐈ା 𝑡 は

  𝝆 𝑡 ൌ
exp െ𝛽ℋᇱᇱ

Tr exp െ𝛽ℋᇱᇱ (7-1-8)

ℋᇱᇱ ≡ exp െන
𝑖ℋᇱ

ℏ dτ
௧


ℋ exp න

𝑖ℋᇱ

ℏ dτ
௧



𝛽 ൌ
1
𝑘𝑇

(7-1-9)

(7-1-6)



    exp െ𝛽ℋᇱᇱ ൌ 1 െ 𝛽ℋᇱᇱ 
െ𝛽ℋᇱᇱ ଶ

2! ⋯ (7-1-10)

𝐈ା 𝑡 ൌ
Tr 𝐈ା 𝑡 1 െ 𝛽ℋᇱᇱ

Tr 1 െ Tr 𝛽ℋᇱᇱ

  𝐈ା 𝑡 ൌ െ𝛽
Tr 𝐈ା 𝑡 ℋᇱᇱ

Tr 1

Tr 𝐈 ൌ 0  𝑖 ൌ 𝑥,𝑦, 𝑧,,െ  （別紙G）

  ℋᇱᇱ ൌ െ𝜔ℏ𝐈 𝑖 ൌ 𝑥,𝑦, 𝑧,,െ 

𝛽 ൌ
1
𝑘𝑇

高温近似

孤立スピン系の場合

   𝐈ା 𝑡 ൌ
Tr 𝐈ା 𝑡 exp െ𝛽ℋᇱᇱ

Tr exp െ𝛽ℋᇱᇱ (7-1-9)

Tr 𝐈ା𝐈ା ൌ Tr 𝐈ା𝐈௭ ൌ 0 Tr 𝐈ା𝐈ି ് 0 （別紙G）

  𝐈ା 𝑡 ൌ െ𝜔ିℏ𝛽
Tr 𝐈ା 𝑡 𝐈ି 0

Tr 1 (7-1-11)

FIDとして観測される

FID

𝑡 



           FID 𝑡 ≡ 𝐶 𝐈ା 𝑡 (7-1-12)

FID 0 ൌ 1 とおく

           𝐈ା 𝑡 ൌ 𝜔ିℏ𝛽
Tr 𝐈ା 𝑡 𝐈ି 0

Tr 1 (7-1-11)

𝐶 ൌ
1

𝐈ାሺ0ሻ

𝐶： 比例定数

           𝐈ା 0 ൌ 𝜔ିℏ𝛽
Tr 𝐈ା 0 𝐈ି 0

Tr 1

FIDとして観測される

     FID 𝑡 ൌ
Tr 𝐈ା 𝑡 𝐈ି 0
Tr 𝐈ା 0 𝐈ି 0 (7-1-13)

FID

𝑡 

𝑡 ൌ 0 

量子論から導いたFID



     FID 𝑡 ൌ
Tr 𝐈ା 𝑡 𝐈ି 0
Tr 𝐈ା 0 𝐈ି 0 (7-1-13)

7-2. 局所磁場がある場合のFID
7-1節で、量子論から求めたFIDを導いた。

𝐼 𝜔

𝜔 𝜔

FID(t)

𝑡

FT
 FID 𝑡 ൌ න 𝐼 𝜔 exp െ𝑖𝜔𝑡 d𝜔

ஶ

ିஶ
(7-2-1)

7-2節ではFIDをスペクトルのFTの観点から見ていく

FT

量子論

・相互作用が𝓗𝒁のみ場合 スペクトルはδ関数

න 𝜹 𝝎െ𝝎𝒋 𝒇 𝝎 𝐝𝝎
ஶ

ିஶ
ൌ 𝒇 𝝎𝒋

スペクトルが δ関数を与える場合

FIDは減衰せずある角周波数𝜔で単振動を繰り返す

𝐼 𝜔 ൌ 𝛿 𝜔 െ 𝜔 FID 𝑡 ൌ න 𝛿 𝜔 െ 𝜔
ஶ

ିஶ
exp 𝑖𝜔𝑡 d𝜔

δ関数の性質

     FID 𝑡 ൌ exp 𝑖𝜔𝑡

(7-2-2)

𝐼 𝜔

𝝎𝒋 𝜔𝝎𝒋

𝑡

FID 𝑡

(7-2-3)

FT



FIDは𝑀ା 𝑡 に比例
𝑁で割る ➝平均

  𝜇ା 𝑡 ൌ 𝜇ା 0 exp െ𝑖𝛾𝐵𝑡 exp െ𝑖𝛾න 𝑏 𝜏 d𝜏
௧



𝐵 ： 時間変化しない

(7-2-6)

・ z方向に時間変化する局所磁場がある場合

𝐵  𝑏 𝑡

𝝁

𝝎𝟎  𝝎𝒋ሺ𝒕ሻ

  𝑩 ൌ 𝐵  𝑏 𝑡 𝒌
磁化の時間変化

核 jが感じる磁場：静磁場𝐵と局所磁場𝑏 𝑡 （z方向のみ）のとき (7-2-4)

d𝜇௫ 𝑡
d𝑡 ൌ 𝛾𝜇௬ 𝑡 𝐵  𝑏 𝑡

d𝜇௬ 𝑡
d𝑡 ൌ െ𝛾𝜇௫ 𝑡 𝐵  𝑏 𝑡

d𝜇ା 𝑡
d𝑡 ൌ െ𝑖𝛾𝜇ା 𝑡 𝐵  𝑏 𝑡 ln

𝜇ା 𝑡
𝜇ା 0 ൌ െ𝑖𝛾න 𝐵  𝑏 𝜏 d𝜏

௧



  
d𝝁 𝑡

d𝑡 ൌ 𝛾𝝁 𝑡 ൈ 𝑩 ൌ 𝛾𝝁 𝑡 ൈ 𝐵  𝑏 𝑡 𝒌 (7-2-5)

  𝑀ା 𝑡 ൌ
1
𝑁𝜇ା 𝑡

ே



ൌ 𝑀ା 0 exp െ𝑖𝛾𝐵𝑡
1
𝑁 exp െ𝑖𝛾න 𝑏 𝜏 𝑑𝜏

௧



ே



  𝑀ା 𝑡 ൌ
1
𝑁𝜇ା 𝑡

ே



Larmor Precessionの項
→ 中心周波数

𝜔ሺ𝑡ሻの和→ 線幅の項

(7-3-3) と比較

  FID 𝑡 ൌ exp െ𝑖𝛾න 𝑏 𝜏 𝑑𝜏
௧


(7-2-8)

𝜔の項：緩和に寄与しない→ 無視



𝐵  𝑏 𝑡

𝝁

𝝎𝟎  𝝎𝒋ሺ𝒕ሻ

核 jが感じる磁場に局所磁場𝑏 𝑡 があるとFIDは

  FID 𝑡 ൌ exp െ𝑖𝛾න 𝑏 𝜏 𝑑𝜏
௧


(7-2-8) 見やすいように置換する

  𝜙 𝑡 ≡ െ𝛾න 𝑏 𝜏 𝑑𝜏
௧


(7-2-9)

   FID 𝑡 ൌ exp 𝑖𝜙 𝑡 (7-2-10)

𝜔の分布関数を𝑃 𝜙 𝑡 とし、 Gauss分布を考える

  FID 𝑡 ൌ න 𝑃 𝜙 𝑡 exp 𝑖𝜙 𝑡 d𝜙
ஶ

ିஶ

𝑃 𝜙 𝑡 ൌ
1

2𝜋 𝜙ଶ 𝑡
exp െ

𝜙ଶ 𝑡
2 𝜙ଶ 𝑡

FID 𝑡 ൌ
1

2𝜋 𝜙ଶ 𝑡
න exp െ

𝜙ଶ 𝑡
2 𝜙ଶ 𝑡 exp 𝑖𝜙 𝑡 d𝜙

ஶ

ିஶ

     FID 𝑡 ൌ exp െ
𝜙ଶ 𝑡

2

積分を実行する（計算過程は別紙I）

(7-2-11)
𝜙 𝑡

𝑃 𝜙 𝑡

Gauss分布

  𝜙ଶ 𝑡 ൌ െ𝛾න 𝑏 𝜏 𝑑𝜏
௧


െ𝛾න 𝑏 𝜏 𝑑𝜏

௧


ൌ 𝛾ଶ න d𝜏ଵ න d𝜏ଶ𝑏 𝜏ଵ

௧


𝑏 𝜏ଶ

௧


(7-2-12)



𝐵  𝑏 𝑡

𝝁

𝝎𝟎  𝝎𝒋ሺ𝒕ሻ

自己相関関数𝑮 （Autocorrelation Function）

  𝛾ଶ 𝑏 𝜏ଵ 𝑏 𝜏ଶ ൌ 𝐺 𝜏ଶ െ 𝜏ଵ

     FID 𝑡 ൌ exp െ
𝜙ଶ 𝑡

2 (7-2-11)
  𝜙ଶ 𝑡 ൌ 𝛾ଶ න d𝜏ଵ න d𝜏ଶ𝑏 𝜏ଵ

௧


𝑏 𝜏ଶ

௧


(7-2-12)

(7-2-13)

(7-2-12)の意味を考えよう

(7-2-12)は同じ時間間隔𝑡の長方形の面積を区間𝜏ଵと𝜏ଶで求め、その積を求めている。
(7-2-11)の 𝜙ଶ 𝑡 はその積の平均→ 𝜙ଶ：区間（𝜏ଵと𝜏ଶ） 区間（𝜏ଵと𝜏ଷ）→ 相関が時間とともに減少

自己相関関数 𝑮 が減少するのは局所磁場が
単位時間𝑡の間に変化することが原因

時間間隔𝑡を2𝑡 とすると区間（𝜏ଵと𝜏ଶ）と区間（𝜏ଵと𝜏ଷ）で相関がさらに減少

𝑏

𝑡𝜏ଵ 𝜏ଶ 𝜏ଷ 𝜏ସ 𝜏ହ 𝜏 𝜏 𝜏଼
𝜏ଵ 𝜏ଶ 𝜏ଷ 𝜏ସ

分子の運動で𝑮 が変化→ 𝑮を知ることで運動の頻度が分かる

自己相関関数𝐺は時間の差の関数（別名：記憶関数）
・「区間（𝜏ଵと𝜏ଶ） と区間（𝜏ଷと𝜏ସ）は𝐺が等しい 」
・「区間（𝜏ଵと𝜏ଶ） と区間（𝜏ଵと𝜏ସ）では𝐺が異なる（𝑡と3𝑡） 」



平均値をとる

𝜙ଶ 𝑡 ൌ 𝛾ଶ න d𝜏ଵ න d𝜏ଶ
௧



௧


𝑏 𝜏ଵ 𝑏 𝜏ଶ

自己相関関数𝑮 （Autocorrelation Function）

  𝛾ଶ 𝑏 𝜏ଵ 𝑏 𝜏ଶ ൌ 𝐺 𝜏ଶ െ 𝜏ଵ

     FID 𝑡 ൌ exp െ
𝜙ଶ 𝑡

2 (7-2-11)   𝜙ଶ 𝑡 ൌ 𝛾ଶ න d𝜏ଵ න d𝜏ଶ𝑏 𝜏ଵ
௧


𝑏 𝜏ଶ

௧


(7-2-12)

(7-2-13)

自己相関関数Gの意味が分かったので、(7-2-11)をGで表す

𝛾：磁気回転比（定数）

  FID 𝑡 ൌ exp െන 𝑡 െ 𝜏
௧


𝐺 𝜏 d𝜏 (7-2-14)局所磁場から求めたFID

次頁に計算過程記す

今後、この式が中心になる

  𝐺 𝜏 ൌ 𝛾ଶ 𝑏 𝜏 𝑏 0 (7-2-15)
FIDは時間𝑡とともに減衰する（速い運動がある→ FIDは速く減衰）

𝑡 ≫ 𝜏ୡ：𝐺 𝑡 → 0 局所磁場bは大きく変化している
𝑡 ≪ 𝜏ୡ：𝐺 𝑡 ൎ 𝐺 0 bはほとんど変化しない

その時定数として相関時間（ Correlation Time ）𝜏ୡを定める

次に、(7-2-14)を場合分けして考えて見る



න d𝜏ଶ න d𝜏ଵ
௧



௧


𝐺 𝜏ଶ െ 𝜏ଵ       න 𝑡 െ 𝜏

௧


𝐺 𝜏 d𝜏

(7-2-16)の 𝜏ଵの積分範囲を𝜏ଶまでとすると、積分値は右下図 → (7-2-16)の
1
2

𝜏ଵ

𝜏ଶ

𝑡

𝑡(7-2-16) (7-2-17)

ここで、関数を展開する

න d𝜏ଶ
௧


න d𝜏ଵ
ఛమ


𝐺 𝜏ଶ െ 𝜏ଵ → െන d𝜏ଶ

௧


න d𝜏


ఛమ
𝐺 𝜏

①' の右辺の積分を実行

𝐺 𝜏 ൌ 𝐺 0  𝐺 ଵ 0 𝜏  ⋯
𝐺  0
𝑛! 𝜏  ⋯ ൌ

𝐺  0
𝑛!



𝜏

(7-3-17)の積分を実行する

න d𝜏ଶ
௧


න d𝜏
ఛమ


𝐺 𝜏 ൌ න d𝜏ଶ

௧




𝐺  0
𝑛  1 !



𝜏ଶାଵ ൌ
𝐺  0
𝑛  2 ! 𝑡

ାଶ



න 𝑡 െ 𝜏
௧


𝐺 𝜏 d𝜏 ൌ න 𝑡 െ 𝜏

௧




𝐺  0
𝑛! 𝜏



d𝜏 ൌ 𝑡
𝐺  0
𝑛  1 ! 𝑡

ାଵ



െ
𝐺  0
𝑛  2 𝑛! 𝑡

ାଶ



②に等しいൌ𝐺  0
1

𝑛  1 ! െ
1

𝑛  2 𝑛! 𝑡ାଶ


ൌ𝐺  0
𝑛  2
𝑛  2 ! െ

𝑛  1
𝑛  2 ! 𝑡ାଶ



ൌ
𝐺  0
𝑛  2 ! 𝑡

ାଶ



(7-2-17) = ② = ①

①の積分を実行するために 𝜏ଶ െ 𝜏ଵ ൌ 𝜏とおく → െd𝜏ଵ ൌ d𝜏 （積分範囲は𝜏ଶから0 ）
𝜏ଵ

𝜏ଶ

𝑡

𝑡

(7-2-15)の積分値は右上図
(7-3-16)

න d𝜏ଶ
௧


න d𝜏ଵ
ఛమ


𝐺 𝜏ଶ െ 𝜏ଵ ①

①

①'

②

     න d𝜏ଶ න d𝜏ଵ
௧



௧


𝐺 𝜏ଶ െ 𝜏ଵ ൌ 2න 𝑡 െ 𝜏

௧


𝐺 𝜏 d𝜏 (7-2-18)



𝐺 𝜏 は偶関数➝ 2つめの積分は0になる

  FID 𝑡 ൌ exp െන 𝑡 െ 𝜏
௧


𝐺 𝜏 d𝜏 (7-2-14)局所磁場から求めたFID

FIDは時間𝑡とともに減衰する（速い運動がある→ FIDは速く減衰）

𝑡 ≫ 𝜏ୡ：𝐺 𝑡 → 0 局所磁場bは大きく変化している
𝑡 ≪ 𝜏ୡ：𝐺 𝑡 ൎ 𝐺 0 bはほとんど変化しない

その時定数として相関時間（ Correlation Time ）𝜏ୡを定める

・ 𝑡 ≫ 𝜏ୡの場合 運動が速い場合

𝐺 ∞ ൌ 0なので、積分範囲を 𝑡 → ∞ に変えることができる

  FID 𝑡 ൌ exp െන 𝑡 െ 𝜏
ஶ


𝐺 𝜏 d𝜏

指数部を分ける

FID 𝑡 ൌ exp െ𝑡න 𝐺 𝜏
ஶ


d𝜏 exp න 𝜏

ஶ


𝐺 𝜏 d𝜏

FID 𝑡 ൌ exp െ𝑡න 𝐺 𝜏
ஶ


d𝜏 (7-2-19)

自己相関関数の面積は、緩和速度になる

  
1
𝑇ଶ
ൌ න 𝐺 𝜏

ஶ


d𝜏

相関がない場合の横磁化は 1章で見た
つまり、

   FID 𝑡 ൌ exp െ
𝑡
𝑇ଶ

(7-2-20)

(7-2-21)



𝐺 0 を積分の外に出し、積分する

𝒕 ≪ 𝝉𝒄の領域：
緩和速度（𝑇ଶの逆数）は相互作用の大きさだけで決まる
➝ 相関時間（運動の頻度）に依存しない

・FIDは𝑡ଶで減衰する（Gauss型）

・ 𝑡 ≪ 𝜏ୡの場合 運動が遅い場合 𝐺 𝑡 ൎ 𝐺 0

    FID 𝑡 ൌ exp െ𝐺 0 𝑡 න d𝜏
௧


exp 𝐺 0 න 𝜏

௧


d𝜏

                  ൌ exp െ𝐺 0 𝑡ଶ exp
𝐺 0 𝑡ଶ

2 ൌ exp െ
𝐺 0 𝑡ଶ

2

   FID 𝑡 ൌ exp െ
𝐺 0 𝑡

ଶ

2

   FID 𝑡 ൌ exp െ
1
2

1
𝑇ଶ
𝑡

ଶ

  FID 𝑡 ൌ exp െන 𝑡 െ 𝜏
௧


𝐺 𝜏 d𝜏 (7-2-14)

(7-2-22)

  
1
𝑇ଶ
ൌ න 𝐺 𝜏

ஶ


d𝜏 (7-2-21)

(7-2-23)

7-2節で明らかになったこと
・局所磁場を考えると、FIDはexp関数
・FIDが自己相関関数Gを含む

FIDをexp関数で表してみよう（7-3節）



平均値をとる

𝜙ଶ 𝑡 ൌ 𝛾ଶ න d𝜏ଵ න d𝜏ଶ
௧



௧


𝑏 𝜏ଵ 𝑏 𝜏ଶ

自己相関関数𝑮 （Autocorrelation Function）

  𝛾ଶ 𝑏 𝜏ଵ 𝑏 𝜏ଶ ൌ 𝐺 𝜏ଶ െ 𝜏ଵ

     FID 𝑡 ൌ exp െ
𝜙ଶ 𝑡

2 (7-2-11)   𝜙ଶ 𝑡 ൌ 𝛾ଶ න d𝜏ଵ න d𝜏ଶ𝑏 𝜏ଵ
௧


𝑏 𝜏ଶ

௧


(7-2-12)

(7-2-13)

自己相関関数Gの意味が分かったので、(7-2-11)をGで表す

7-2節で明らかになったこと
・局所磁場を考えると、FIDはexp関数
・FIDが自己相関関数Gを含む

𝛾：磁気回転比（定数）

  FID 𝑡 ൌ exp െන 𝑡 െ 𝜏
௧


𝐺 𝜏 d𝜏 (7-2-14)局所磁場から求めたFID

次頁に計算過程記す

7-1節 →      FID 𝑡 ൌ
Tr 𝐈ା 𝑡 𝐈ି 0
Tr 𝐈ା 0 𝐈ି 0

(7-1-13)量子論から導いたFID

FIDをexp関数で表してみよう（7-3節）

今後、この式が中心になる

  𝐺 𝜏 ൌ 𝛾ଶ 𝑏 𝜏 𝑏 0 (7-2-15)



𝐵  𝑏 𝑡

𝝁

𝝎𝟎  𝝎𝒋ሺ𝒕ሻ

𝜀 ൌ 0

𝜀はℋᇱ 𝑡  の影響の大きさを表す変数FID 𝑡, 𝜀 ൌ exp Ψ 𝑡, 𝜀

ℋᇱ 𝑡 ： 𝜔に分布を与える。それを Ψ 𝑡 とおく

   ℋ ൌ ℋ  𝜀ℋᇱ 𝑡 (7-3-1)

ℋ：時間変化しない（ℋ など）

(7-3-2)

   Ψ 𝑡, 𝜀 ൌ Ψ 𝑡, 0  𝜀Ψ ଵ 𝑡, 0 
𝜀ଶ

2! Ψ
ଶ 𝑡, 0 ⋯

𝜀

𝑛! Ψ
 𝑡, 0 ⋯ (7-3-3)

これからの方針： (7-3-3)の各項を求める ➝ FIDを求める→ 7-1節の結果と比較する

  FID 𝑡, 0 ൌ exp Ψ 𝑡, 0

   Ψ ଵ 𝑡, 0 ൌ
𝜕
𝜕𝜀Ψ 𝑡, 𝜀 ቚ

ఌୀ
ൌ

𝜕
𝜕𝜀 ln FID 𝑡, 𝜀 ቚ

ఌୀ
ൌ

1
FID 𝑡, 0

𝜕
𝜕𝜀 FID 𝑡, 0

0次    Ψ 𝑡, 0 ൌ ln FID 𝑡, 0

1次

ここでは、𝜀の多項式と考える（摂動論）

7-3. FIDをexpの関数で表す－摂動論－

(7-3-3)を𝑡で1回微分してから 𝑡 ൌ 0 を代入→ Ψ ଵ 𝑡, 0

   FID 𝑡 ൌ exp െ
𝜙ଶ 𝑡

2 (7-2-11)

FIDをFID 𝑡, 𝜀 とおく。



   Ψ ଶ 𝑡, 0 ൌ
𝜕ଶ

𝜕𝜀ଶ Ψ 𝑡, 𝜀 ቚ
ఌୀ

ൌ
𝜕
𝜕𝜀

1
FID 𝑡, 0

𝜕
𝜕𝜀 FID 𝑡, 0

                                             ൌ
𝜕
𝜕𝜀

1
FID 𝑡, 0

𝜕
𝜕𝜀 FID 𝑡, 0 

1
FID 𝑡, 0

𝜕ଶ

𝜕𝜀ଶ FID 𝑡, 0

𝜀 ൌ 0

FID 𝑡, 𝜀 ൌ exp Ψ 𝑡, 𝜀 (7-3-2)

   Ψ 𝑡, 𝜀 ൌ Ψ 𝑡, 0  𝜀Ψ ଵ 𝑡, 0 
𝜀ଶ

2! Ψ
ଶ 𝑡, 0 ⋯

𝜀

𝑛! Ψ
 𝑡, 0 ⋯ (7-3-3)

  FID 𝑡, 0 ൌ exp Ψ 𝑡, 0

   Ψ ଵ 𝑡, 0 ൌ
𝜕
𝜕𝜀Ψ 𝑡, 𝜀 ቚ

ఌୀ
ൌ

𝜕
𝜕𝜀 ln FID 𝑡, 𝜀 ቚ

ఌୀ
ൌ

1
FID 𝑡, 0

𝜕
𝜕𝜀 FID 𝑡, 0

0次    Ψ 𝑡, 0 ൌ ln FID 𝑡, 0

1次

2次

・・・・・・・・・・・・・・・・・・

Ψ 𝑡, 𝜀 ൌ ln FID 𝑡, 0 
𝜀

FID 𝑡, 0
𝜕
𝜕𝜀 FID 𝑡, 0 

                                                
𝜀ଶ

2!
𝜕
𝜕𝜀

1
FID 𝑡, 0

𝜕
𝜕𝜀 FID 𝑡, 0 

1
FID 𝑡, 0

𝜕ଶ

𝜕𝜀ଶ FID 𝑡, 0 ⋯ (7-3-4)



FID 𝑡, 𝜀 ൌ exp Ψ 𝑡, 𝜀 (7-3-2)

Ψ 𝑡, 𝜀 ൌ ln FID 𝑡, 0 
𝜀

FID 𝑡, 0
𝜕
𝜕𝜀 FID 𝑡, 0 

                                        
𝜀ଶ

2!
𝜕
𝜕𝜀

1
FID 𝑡, 0

𝜕
𝜕𝜀 FID 𝑡, 0 

1
FID 𝑡, 0

𝜕ଶ

𝜕𝜀ଶ FID 𝑡, 0 ⋯ (7-3-4)

FID 𝑡, 𝜀 ൌ exp ln FID 𝑡, 0 exp
𝜀

FID 𝑡, 0
𝜕
𝜕𝜀 FID 𝑡, 0 ൈ

                 exp
𝜀ଶ

2
𝜕
𝜕𝜀

1
FID 𝑡, 0

𝜕
𝜕𝜀 FID 𝑡, 0 

1
FID 𝑡, 0

𝜕ଶ

𝜕𝜀ଶ FID 𝑡, 0 ⋯ exp
Ψ  𝑡, 0

𝑛! ⋯ (7-3-5)

量子論よりFIDは(7-1-13) → (7-1-13)を𝜀で展開したものと(7-3-5)が等しくなる

   FID 𝑡 ൌ
Tr 𝐈ା 𝑡 𝐈ି 0
Tr 𝐈ା 0 𝐈ି 0 (7-1-13)量子論から導いたFID



   𝐈ାሺ𝑡ሻ ൌ exp
𝑖𝜀
ℏ
න ℋᇱ 𝜏 d𝜏
௧


exp

𝑖
ℏℋ𝑡 𝐈ାሺ0ሻ exp െ

𝑖
ℏℋ𝑡 exp െ

𝑖𝜀
ℏ
න ℋᇱ 𝜏 d𝜏
௧



FID 𝑡 ൌ
Tr 𝐈ା 𝑡 𝐈ି 0
Tr 𝐈ା 0 𝐈ି 0 𝐈ାሺ𝑡ሻ ൌ exp

𝑖
ℏ
න ℋd𝜏
௧


𝐈ାሺ0ሻ exp െ

𝑖
ℏ
න ℋd𝜏
௧



𝜀が小さいのでexpを𝜀で展開する

ここで、𝜀は摂動項の大きさであるので、

ℋ ൌ ℋ  𝜀ℋᇱ 𝜏 （ℋは時間変化しない）

𝐈ାሺ𝑡ሻ ൌ exp
𝑖𝜀
ℏ
න ℋᇱ 𝜏 d𝜏
௧


𝐈ାሺ0ሻ exp െ

𝑖𝜀
ℏ
න ℋᇱ 𝜏 d𝜏
௧



exp
𝑖
ℏℋ𝑡 𝐈ା 0 exp െ

𝑖
ℏℋ𝑡 → 𝟏

Larmor Precessionの項は緩和に
寄与しないので無視する

    exp
𝑖𝜀
ℏ
න ℋᇱ 𝜏 d𝜏
௧


ൌ 1 

𝑖𝜀
ℏ
න ℋᇱ 𝜏 d𝜏
௧


െ

1
2
𝜀ଶ

ℏଶ
න ℋᇱ 𝜏ଵ d𝜏ଵ
௧


න ℋᇱ 𝜏ଶ d𝜏ଶ
௧


 ⋯

    𝐈ା 𝑡 ൌ 1 
𝑖𝜀
ℏ
න ℋᇱ 𝜏 d𝜏
௧


െ

1
2
𝜀ଶ

ℏଶ
න ℋᇱ 𝜏ଵ d𝜏ଵ
௧


න ℋᇱ 𝜏ଶ d𝜏ଶ
௧


 ⋯ 𝐈ା 0

                    ൈ 1 െ
𝑖𝜀
ℏ
න ℋᇱ 𝜏 d𝜏
௧


െ

1
2
𝜀ଶ

ℏଶ
න ℋᇱ 𝜏ଵ d𝜏ଵ
௧


න ℋᇱ 𝜏ଶ d𝜏ଶ
௧


 ⋯ (7-3-9)

(7-1-13) (7-1-7)

(7-3-6)

(7-3-7)

(7-3-8)

(7-3-1)



   Tr 𝐈ା 0 𝐈ି 0

(7-3-10)と(7-3-11) をTr 𝐈ା 0 𝐈ି 0 で割るとFIDになる

𝜀の次数でまとめる

   
𝑖
ℏTr න ℋᇱ 𝜏 d𝜏

௧


𝐈ା 0 െ 𝐈ା 0 න ℋᇱ 𝜏 d𝜏

௧


𝐈ି 0 ൌ 0

    െ
1

2ℏଶ Tr 𝐈ା 0 න ℋᇱ 𝜏ଵ d𝜏ଵ
௧


න ℋᇱ 𝜏ଶ d𝜏ଶ
௧


 න ℋᇱ 𝜏ଵ d𝜏ଵ

௧


න ℋᇱ 𝜏ଶ d𝜏ଶ
௧


𝐈ା 0 𝐈ି 0


1
ℏଶ Tr න ℋᇱ 𝜏 d𝜏

௧


𝐈ା 0 න ℋᇱ 𝜏 d𝜏

௧


𝐈ି 0

           ൌ െ
1

2ℏଶ Tr 𝐈ା 0 ,න ℋᇱ 𝜏ଶ d𝜏ଶ
௧


න ℋᇱ 𝜏ଵ d𝜏ଵ
௧


, 𝐈ି 0

ℋᇱ 𝜏 が奇数乗

    FID 𝑡, 𝜀 ൌ 1 െ
𝜀ଶ

2ℏଶ
Tr 𝐈ା 0 , ℋᇱ 𝜏ଶ d𝜏ଶ

௧
  ℋᇱ 𝜏ଵ d𝜏ଵ

௧
 , 𝐈ି 0

Tr 𝐈ା 0 𝐈ି 0 ⋯

    𝐈ା 𝑡 ൌ 1 
𝑖𝜀
ℏ
න ℋᇱ 𝜏 d𝜏
௧


െ

1
2
𝜀ଶ

ℏଶ
න ℋᇱ 𝜏ଵ d𝜏ଵ
௧


න ℋᇱ 𝜏ଶ d𝜏ଶ
௧


 ⋯ 𝐈ା 0

                    ൈ 1 െ
𝑖𝜀
ℏ
න ℋᇱ 𝜏 d𝜏
௧


െ

1
2
𝜀ଶ

ℏଶ
න ℋᇱ 𝜏ଵ d𝜏ଵ
௧


න ℋᇱ 𝜏ଶ d𝜏ଶ
௧


 ⋯ (7-3-9)

0次

1次

2次

   Tr 𝐈ା 𝑡 𝐈ି 0

(7-3-11)

(7-3-10)

(7-3-12)(7-1-13)



さて、スピン演算子から求めた(7-3-12)と摂動論から導いた(7-3-5)が等しいので

FID 𝑡, 0 ൌ 1
𝜕
𝜕𝜀 FID 𝑡, 0 ൌ 0

    FID 𝑡, 𝜀 ൌ 1 െ
𝜀ଶ

2ℏଶ
Tr 𝐈ା 0 , ℋᇱ 𝜏ଶ d𝜏ଶ

௧
  ℋᇱ 𝜏ଵ d𝜏ଵ

௧
 , 𝐈ି 0

Tr 𝐈ା 0 𝐈ି 0 ⋯ (7-3-12)

FID 𝑡, 𝜀 ൌ exp ln FID 𝑡, 0 exp
𝜀

FID 𝑡, 0
𝜕
𝜕𝜀 FID 𝑡, 0 ൈ

     exp
𝜀ଶ

2
𝜕
𝜕𝜀

1
FID 𝑡, 0

𝜕
𝜕𝜀 FID 𝑡, 0 

1
FID 𝑡, 0

𝜕ଶ

𝜕𝜀ଶ FID 𝑡, 0 ⋯ exp
Ψ  𝑡, 0

𝑛! ⋯ (7-3-5)

𝜀ଵの項は0

      FID 𝑡, 𝜀 ൌ exp
𝜀ଶ

2
𝜕ଶ

𝜕𝜀ଶ FID 𝑡, 0 (7-3-13)

2次の項まで 
𝜕ଶ

𝜕𝜀ଶ FID 𝑡, 0 ൌ െ
1
ℏଶ
න d𝜏ଶ
௧


න d𝜏ଵ
௧



Tr 𝐈ା 0 ,ℋᇱ 𝜏ଶ ℋᇱ 𝜏ଵ , 𝐈ି 0
Tr 𝐈ା 0 𝐈ି 0

(7-3-14)

𝜀ଶの項

      FID 𝑡, 𝜀 ൌ exp െ
𝜀ଶ

2ℏଶ
න d𝜏ଶ
௧


න d𝜏ଵ
௧



Tr 𝐈ା 0 ,ℋᇱ 𝜏ଶ ℋᇱ 𝜏ଵ , 𝐈ି 0
Tr 𝐈ା 0 𝐈ି 0 (7-3-15)

2次の項まで



𝜀 ൌ 1とする

 FID 𝑡 ൌ exp െ
𝜙ଶ 𝑡

2 (7-2-11)

      FID 𝑡, 𝜀 ൌ exp െ
𝜀ଶ

2ℏଶ
න d𝜏ଶ
௧


න d𝜏ଵ
௧



Tr 𝐈ା 0 ,ℋᇱ 𝜏ଶ ℋᇱ 𝜏ଵ , 𝐈ି 0
Tr 𝐈ା 0 𝐈ି 0 (7-3-15)

  FID 𝑡 ൌ exp െ
1
2
න d𝜏ଶ න d𝜏ଵ

௧



௧


𝐺 𝜏ଶ െ 𝜏ଵ (7-3-16)

局所磁場から求めたFID

  𝐺 𝜏ଶ െ 𝜏ଵ ൌ
Tr 𝐈ା 0 ,ℋᇱ 𝜏ଶ ℋᇱ 𝜏ଵ , 𝐈ି 0

ℏଶTr 𝐈ା 0 𝐈ି 0
(7-3-17)

     න d𝜏ଶ න d𝜏ଵ
௧



௧


𝐺 𝜏ଶ െ 𝜏ଵ ൌ 2න 𝑡 െ 𝜏

௧


𝐺 𝜏 d𝜏 (7-2-18)

  FID 𝑡 ൌ exp െන 𝑡 െ 𝜏
௧


𝐺 𝜏 d𝜏 (7-3-18)

 𝐺 𝜏 ൌ
Tr 𝐈ା 0 ,ℋᇱ 𝜏 ℋᇱ 0 , 𝐈ି 0

ℏଶTr 𝐈ା 0 𝐈ି 0
(7-3-19)

自己相関関数とスピン演算子の関係が明らかになった



・自己相関関数Gの一般式：(7-3-19)
・ 1H核：双極子－双極子相互作用ℋୈୈで緩和

7-4. 自己相関関数

  𝐀 𝑡 ൌ exp
𝑖
ℏℋ𝑡 exp

𝑖
ℏℋୈୈ𝑡 exp

𝑖
ℏℋ𝑡 𝐀 0 exp െ

𝑖
ℏℋ𝑡 exp െ

𝑖
ℏℋୈୈ𝑡 exp െ

𝑖
ℏℋ𝑡

  𝐺 𝜏 ൌ
Tr 𝐈ା 0 ,ℋᇱ 𝜏 ℋᇱ 0 , 𝐈ି 0

ℏଶTr 𝐈ା 0 𝐈ି 0 (7-3-19)

(7-4-2)

静磁場の下、分子間に双極子－双極子相互作用があり、分子運動があるときを考える

𝑚は、遷移の量子数、 Yଶି Ω は球面調和関数（ 𝑙 ൌ 2 ）、𝑇はスピン演算子の項

(4-15)

𝑇 ൌ 𝐈 · 𝐈 െ 3I௭ 
   I௭ 

   𝑇
േଵ ൌ

3
2 I௭ 

   Iേ    Iേ   I௭   𝑇
േଶ ൌ െ

3
2 𝐈േ𝐈േ

ℋୈୈ ൌ  𝐷

ଶ

ୀିଶ

𝐷 ൌ γଶℏଶ
𝜋
5 െ1  Yଶି Ω

𝑟ଷ
𝑇

,

  ℋᇱ 0 ൌ ℋୈୈ ൌ  𝐷

ଶ

ୀିଶ

0

ℋୈୈ：4章

ℋ ൌ ℋ ℋୈୈ ℋ (7-4-1)

   𝐀 𝑡 ൌ exp න
𝑖ℋ
ℏ dτ

௧


𝐀 0 exp െන

𝑖ℋ
ℏ dτ

௧


(7-1-7)

𝑡 ൌ 0 のとき、摂動項をℋୈୈとすると

ℋℋ ℋୈୈ （ℋの中身を表すのは難しい）

ℋ,ℋୈୈ,ℋ :時間の関数ではないとする

演算子の時間変化

(7-4-3)



  ℋᇱ 𝑡 ൌ exp
𝑖
ℏℋ𝑡 exp

𝑖
ℏℋୈୈ𝑡 exp

𝑖
ℏℋ𝑡 ℋᇱ 0 exp െ

𝑖
ℏℋ𝑡 exp െ

𝑖
ℏℋୈୈ𝑡 exp െ

𝑖
ℏℋ𝑡 (7-4-2)

  ℋᇱ 0 ൌ ℋୈୈ ൌ  𝐷

ଶ

ୀିଶ

0𝑡 ൌ 0 のとき、摂動項をℋୈୈとすると

ここで

(7-4-3)

  ℋᇱ 𝑡 ൌ  𝐷 𝑡
ଶ

ୀିଶ

exp 𝑖𝑚𝜔𝑡

 𝐷 ∝ 𝐈 𝑗 ൌ 𝑧,,െ

exp
𝑖
ℏℋ𝑡 𝐷 0 exp െ

𝑖
ℏℋ𝑡 ൌ exp 𝑖𝑚𝜔𝑡

*磁化はZeeman相互作用だけの場合、スペクトルはδ関数

(7-4-4)

ℋୈୈ, exp
𝑖
ℏℋୈୈ𝑡 ൌ 0

exp
𝑖
ℏℋெ𝑡 𝐷 0 exp െ

𝑖
ℏℋ𝑡 ≡ 𝐷 𝑡 (7-4-5)

(7-4-6)
  𝐺 𝑡 ൌ

Tr 𝐈ା 0 ,ℋᇱ 𝑡 ℋᇱ 0 , 𝐈ି 0
ℏଶTr 𝐈ା 0 𝐈ି 0 (7-3-19)

𝐺 𝑡 ൌ  exp 𝑖𝑚𝜔𝑡
ଶ

,ୀିଶ

Tr 𝐈ା 0 ,𝐷 𝑡 𝐷 0 , 𝐈ି 0
ℏଶTr 𝐈ା 0 𝐈ି 0 (7-4-7)



交換関係の証明は次頁

𝐷 ൌ γଶℏଶ
𝜋
5 െ1  Yଶି Ω

𝑟ଷ
𝑇

,

𝑇 ൌ 𝐈 · 𝐈 െ 3I௭ 
   I௭ 

   𝑇
േଵ ൌ

3
2 I௭ 

   Iേ    Iേ   I௭   𝑇
േଶ ൌ െ

3
2 𝐈േ𝐈േ

𝐈௭,𝑇 ൌ 𝑚𝑇 𝐈േ,𝑇 ൌ 6 െ𝑚 𝑚 േ 1 𝑇
േଵ

𝐈ା 0 ,𝐷 𝑡 ൌ 6 െ𝑚 𝑚  1 γଶℏଶ
𝜋
5 െ1  Yଶି Ω

𝑟ଷ
𝑇ାଵ

,

𝐷 0 , 𝐈ି 0 ൌ െ 6 െ 𝑛 𝑛 െ 1 γଶℏଶ
𝜋
5 െ1  Yଶି Ω

𝑟ଷ
𝑇ିଵ

,

(7-4-10)

(4-15)

(7-4-7)を解くには を解く必要がある  𝐈ା 0 ,𝐷 𝑡 と 𝐷 0 , 𝐈ି 0 (7-4-8)

(7-4-9)

𝐺 𝑡 ൌ  exp 𝑖𝑚𝜔𝑡
ଶ

,ୀିଶ

Tr 𝐈ା 0 ,𝐷 𝑡 𝐷 0 , 𝐈ି 0
ℏଶTr 𝐈ା 0 𝐈ି 0 (7-4-7)



   𝐈௭,𝑇 ൌ 0

   𝐈௭,𝑇
േଵ ൌ

3
2 𝐈௭, I௭ 

   Iേ    Iേ   I௭   ൌ
3
2 𝐈௭, Iേ   I௭    I௭   𝐈௭, Iേ   ൌ

3
2 Iേ   I௭    I௭   Iേ   ൌ 𝑇

േଵ

   𝐈௭,𝑇
േଶ ൌ െ

3
2 𝐈௭, 𝐈േ𝐈േ ൌ െ

3
2 𝐈௭, 𝐈േ 𝐈േ  𝐈േ 𝐈௭, 𝐈േ ൌ ∓

3
2 𝐈േ𝐈േ  𝐈േ𝐈േ ൌ േ2𝑇

േଶ

   𝐈േ,𝑇 ൌ 𝐈േ, 𝐈 · 𝐈 െ 3I௭ 
   I௭ 

   ൌ 𝐈௫ േ 𝑖𝐈௬ , 𝐈௫𝐈௫  𝐈௬𝐈௬ െ 2I௭ 
   I௭ 

   

          ൌ േ𝑖 𝐈௬ , 𝐈௫ 𝐈௫  𝐈𝒊𝒙, 𝐈௬ 𝐈௬ െ 2 𝐈𝒊േ, 𝐈௭ 𝐈௭  േ𝑖𝐈௫ 𝐈௬ , 𝐈௫  𝐈௬ 𝐈𝒋𝒙, 𝐈௬ െ 2𝐈௭ 𝐈𝒋േ, 𝐈௭
          ൌ േ𝐈௭𝐈௫  𝑖𝐈௭𝐈௬ േ 2𝐈േ𝐈௭  േ𝐈௫𝐈௭  𝑖𝐈௬𝐈௭ േ 2𝐈௭𝐈േ
          ൌ േ𝐈௭ 𝐈௫ േ 𝑖𝐈௬ േ 2𝐈േ𝐈௭ േ 𝐈௫ േ 𝑖𝐈௬ 𝐈௭ േ 2𝐈௭𝐈േ ൌ േ𝐈௭𝐈േ േ 2𝐈േ𝐈௭ േ 𝐈േ𝐈௭ േ 2𝐈௭𝐈േ
          ൌ േ3 𝐈േ𝐈௭  𝐈௭𝐈േ ൌ േ 6𝑇

േଵ

   𝐈േ,𝑇
േଵ ൌ 𝐈േ, I௭ 

   Iേ    Iേ   I௭   ൌ 𝐈േ, I௭ 
   Iേ    Iേ   I௭    𝐈േ, I௭ 

   Iേ    Iേ   I௭   

          ൌ േ𝐈േIേ   േ Iേ   𝐈േ ൌ േ2𝐈േIേ   ൌ ∓2𝑇
േଶ

 𝐈௭,𝑇 ൌ 𝑚𝑇 𝐈േ,𝑇 ൌ 6 െ𝑚 𝑚 േ 1 𝑇
േଵ (7-4-9)

(4-15)

よって、(7-4-9)が成り立つ

𝐈േ, 𝐈௭ ൌ ∓𝐈േ

𝑇 ൌ 𝐈 · 𝐈 െ 3I௭ 
   I௭ 

   𝑇
േଵ ൌ

3
2 I௭ 

   Iേ    Iേ   I௭   𝑇
േଶ ൌ െ

3
2 𝐈േ𝐈േ 

𝐉,𝑇ெ ൌ 𝑀𝑇ெ 𝐉േ,𝑇ெ ൌ ∓
𝐿 ∓𝑀 𝐿 േ𝑀  1

2 𝑇
ெേଵ参考：既約テンソル演算子の定義式（Racahの定義）

(0-2-6)



導出過程は次頁から3頁

FID 𝑡 ൌ exp െන 𝑡 െ 𝜏
௧


 exp 𝑖𝑚𝜔𝜏
ଶ

ୀିଶ

6 െ𝑚 𝑚  1
2 𝐺 𝜏 d𝜏

       FID 𝑡 ൌ exp െන 𝑡 െ 𝜏
௧


𝐺 𝜏 d𝜏

分子運動がある場合のFIDの一般式

   𝐈ା 0 ,𝐷 𝑡 ൌ 6 െ𝑚 𝑚  1 γଶℏଶ
𝜋
5 െ1  Yଶି Ω

𝑟ଷ
𝑇ାଵ

,

   𝐷 0 , 𝐈ି 0 ൌ െ 6 െ 𝑛 𝑛 െ 1 γଶℏଶ
𝜋
5 െ1  Yଶି Ω

𝑟ଷ
𝑇ିଵ

,

(7-4-10)

  𝐺 𝑡 ൌ  exp 𝑖𝑚𝜔𝑡
ଶ

ୀିଶ

6 െ𝑚 𝑚 1
2 𝐺 𝑡

  𝐺 𝑡 ൌ
3𝜋γସℏଶ

5 
Yଶ∗ Ω 𝑡 Yଶ Ω 0

𝑟ଷ 𝑡 𝑟ଷ 0
ஷ

(7-4-11)

(7-4-12)

(7-3-18)

(7-4-13)

𝐺 𝑡 ൌ  exp 𝑖𝑚𝜔𝑡
ଶ

,ୀିଶ

Tr 𝐈ା 0 ,𝐷 𝑡 𝐷 0 , 𝐈ି 0
ℏଶTr 𝐈ା 0 𝐈ି 0 (7-4-7)



(7-4-7)のトレース部分は(7-4-10)を用いると、 Tr 𝑇ାଵ 𝑇ିଵ

(4-15)より、𝑛 ൌ െ𝑚以外はトレースが0になる（0にならない条件： 𝐈௭ଶ Iା   Iି   or 𝐈௭ଶ 𝐈௭ଶ ）。また、 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙の間にも関係がある。

   𝐺 𝑡 ൌ  exp 𝑖𝑚𝜔𝑡
ଶ

,ୀିଶ

Tr 𝐈ା 0 ,𝐷 𝑡 𝐷 0 , 𝐈ି 0
ℏଶTr 𝐈ା 0 𝐈ି 0

(7-4-7)

   𝐈ା 0 ,𝐷 𝑡 ൌ 6 െ𝑚 𝑚  1 γଶℏଶ
𝜋
5 െ1  Yଶି Ω

𝑟ଷ
𝑇ାଵ

,

   𝐷 0 , 𝐈ି 0 ൌ െ 6 െ 𝑛 𝑛 െ 1 γଶℏଶ
𝜋
5 െ1  Yଶି Ω

𝑟ଷ
𝑇ିଵ

,

(7-4-10)

(4-15)𝑇 ൌ 𝐈 · 𝐈 െ 3I௭ 
   I௭ 

   𝑇
േଵ ൌ

3
2 I௭ 

   Iേ    Iേ   I௭   𝑇
േଶ ൌ െ

3
2 𝐈േ𝐈േ 

まず、 𝑖 ് 𝑗,𝑘 ് 𝑙が成り立つ（核𝑖と核𝑗の双極子－双極子相互作用を考えている）。
𝑖 ് 𝑗 ് 𝑘 ് 𝑙の場合、トレースは0になるが、他の組み合わせ（ 𝑖 ൌ 𝑘, 𝑗 ൌ 𝑙 と𝑖 ൌ 𝑙, 𝑗 ൌ 𝑘 ）は0にならない。

ここで、 Tr 𝑇ାଵ 𝑇ିିଵ は3通りの組み合わせがある。

Tr 𝑇  𝑇 ൌ Tr 𝐈௫ଶ 𝐈௫ଶ  𝐈௬ଶ 𝐈௬ଶ  4𝐈௭ଶ 𝐈௭ଶ

ここで

𝐈௫ଶ ൌ 𝐈௬ଶ ൌ 𝐈௭ଶ ൌ
1
4

1 0
0 1

よって

𝐈௫ଶ ⨂𝐈𝒋௫ଶ ൌ
1
4

1 0
0 1 ⨂

1
4

1 0
0 1 ൌ

1
16

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

→ Tr 𝐈௫ଶ 𝐈௫ଶ ൌ
1
4 → Tr 𝑇  𝑇 ൌ

3
2 ①



𝑇 ൌ 𝐈 · 𝐈 െ 3I௭ 
   I௭ 

   𝑇
േଵ ൌ

3
2 I௭ 

   Iേ    Iേ   I௭   𝑇
േଶ ൌ െ

3
2 𝐈േ𝐈േ ሺ4 െ 15ሻ

Tr 𝑇ଵ  𝑇ିଵ ൌ
3
2 Tr 𝐈௭ଶ Iା   Iି    Iା   Iି   𝐈௭ଶ

ここで

Iା   Iି   ൌ
1 0
0 0

よって

𝐈௭ଶ ⨂Iା   Iି   ൌ
1
4

1 0
0 1 ⨂ 1 0

0 0 ൌ
1
4

1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

 →  Tr 𝐈௭ଶ Iା   Iି   ൌ
1
2  →  Tr 𝑇

േଵ 𝑇
∓ଵ ൌ

3
2 ②

最後の組み合わせ

Tr 𝑇ଶ  𝑇ିଶ ൌ
3
2 Tr Iା   Iି   Iା   Iି   

Iା   Iି   ⨂Iା   Iି   ൌ
1 0
0 0 ⨂ 1 0

0 0 ൌ

1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 →  Tr Iା   Iି   Iା   Iି   ൌ 1

 →  Tr 𝑇
േଶ 𝑇

∓ଶ ൌ
3
2 ③

以上より

Tr 𝑇ାଵ 𝑇ିିଵ

Tr 𝐈ା 0 𝐈ି 0  ൌ
3
2 𝛿𝛿  𝛿𝛿 ④

2つめの組み合わせ



ここで、分母の2は同じ組み合わせを2回カウントするため入れている。

𝐺 𝑡 ൌ  exp 𝑖𝑚𝜔𝑡
ଶ

,ୀିଶ

Tr 𝐈ା 0 ,𝐷 𝑡 𝐷 0 , 𝐈ି 0
ℏଶTr 𝐈ା 0 𝐈ି 0 (7-4-7)

   𝐈ା 0 ,𝐷 𝑡 ൌ 6 െ𝑚 𝑚  1 γଶℏଶ
𝜋
5 െ1  Yଶି Ω

𝑟ଷ
𝑇ାଵ

,

   𝐷 0 , 𝐈ି 0 ൌ െ 6 െ 𝑛 𝑛 െ 1 γଶℏଶ
𝜋
5 െ1  Yଶି Ω

𝑟ଷ
𝑇ିଵ

,

(7-4-10)

  𝐺 𝑡 ൌ  exp 𝑖𝑚𝜔𝑡
ଶ

ୀିଶ

6 െ𝑚 𝑚 1
2 𝐺 𝑡

  𝐺 𝑡 ൌ
3𝜋γସℏଶ

5 
Yଶ∗ Ω 𝑡 Yଶ Ω 0

𝑟ଷ 𝑡 𝑟ଷ 0
ஷ

(7-4-11)

(7-4-12)

Tr 𝑇ାଵ 𝑇ିିଵ

Tr 𝐈ା 0 𝐈ି 0  ൌ
3
2 𝛿𝛿  𝛿𝛿 ④

よって、(7-4-7)は、

𝐺 𝑡 ൌ  exp 𝑖𝑚𝜔𝑡
ଶ

ୀିଶ

6 െ𝑚 𝑚  1
2

𝜋γସℏଶ

5 
Yଶ∗ Ω 𝑡 Yଶ Ω 0

𝑟ଷ 𝑡 𝑟ଷ 0
ஷ

3
2 𝛿𝛿  𝛿𝛿

𝑛 ൌ െ𝑚



縦磁化の時間変化 L 𝑡  も 𝐈േ→ 𝐈௭ の置き換えで同様の手順で表すことができる。

   𝐺 𝑡 ൌ  exp 𝑖𝑚𝜔𝜏
ଶ

ୀିଶ

Tr 𝐈௭ 0 ,𝐷 𝑡 𝐷ି 0 , 𝐈௭ 0
ℏଶTr 𝐈௭ 0 𝐈௭ 0

    𝐈௭,𝑇 ൌ 𝑚𝑇 𝐈േ,𝑇 ൌ 6 െ𝑚 𝑚േ 1 𝑇
േଵ

   𝐺 𝑡 ൌ  exp 𝑖𝑚𝜔𝜏
ଶ

ୀିଶ

Tr 𝑚ଶ𝐷 𝑡 𝐷ି 0
ℏଶTr 𝐈௭ 0 𝐈௭ 0

𝑛 ൌ െ𝑚 
𝐷 𝑡 ∝ 𝑇

          L 𝑡 ൌ exp െන 𝑡 െ 𝜏
௧


 𝑚ଶ exp 𝑖𝑚𝜔𝜏
ଶ

ୀିଶ

Tr 𝐷 𝜏 𝐷ି 0
ℏଶTr 𝐈௭ 0 𝐈௭ 0 d𝜏

分子運動がある場合のL 𝑡 の一般式

𝐺 𝑡 ൌ  exp 𝑖𝑚𝜔𝑡
ଶ

,ୀିଶ

Tr 𝐈ା 0 ,𝐷 𝑡 𝐷 0 , 𝐈ି 0
ℏଶTr 𝐈ା 0 𝐈ି 0 (7-4-7)

(7-4-14)

(7-4-15)

(7-4-16)

 L 𝑡 ൌ exp െන 𝑡 െ 𝜏
௧


𝐺 𝜏 d𝜏 (7-3-18)’

FID(t)：xy成分
L (t) ：z成分

Tr 𝐈௭, 𝐈േ ൌ 0

(7-4-17)



縦磁化と横磁化の時間変化をまとめると

L 𝑡 ൌ exp െන 𝑡 െ 𝜏
௧


 𝑚ଶ exp 𝑖𝑚𝜔𝜏
ଶ

ୀିଶ

𝐺 𝜏 d𝜏

𝐺 𝜏 ൌ
Tr 𝐷 𝜏 𝐷ି 0
ℏଶTr 𝐈௭ 0 𝐈௭ 0

分子運動がある場合のL 𝑡 の一般式

このように、縦磁化も横磁化も双極子－双極子相互作用の各項（0量子、1量子、2量子遷移）を含む
自己相関関数𝐺 𝑡 の項を含む。そこで、𝐺 𝑡 についてまとめておく。

(i) (4-15)より Yଶ∗ ൌ Yଶି  →  𝐺∗ 𝑡 ൌ 𝐺ି 𝑡
(ii) (7-4-12)よりYଶ∗ Ω 𝑡 ൌ Yଶି Ω 𝑡 𝐺ି 𝑡 ൌ 𝐺 െ𝑡
(iii) 自己相関関数は偶関数 𝐺 െ𝑡 ൌ 𝐺 𝑡
(iv) 𝐺 𝑡 はReal関数
(v) 以上より 𝐺 𝑡 ൌ 𝐺ି 𝑡
つまり、𝑚 ൌ െ2から2までの5つの関数ではなく、3つの関数を考えれば良い。

(7-4-17)

FID 𝑡 ൌ exp െන 𝑡 െ 𝜏
௧


 exp 𝑖𝑚𝜔𝜏
ଶ

ୀିଶ

6 െ𝑚 𝑚  1
2 𝐺 𝜏 d𝜏           

𝐺 𝑡 ൌ
3𝜋γସℏଶ

5 
Yଶ∗ Ω 𝑡 Yଶ Ω 0

𝑟ଷ 𝑡 𝑟ଷ 0
ஷ

                         

分子運動がある場合のFIDの一般式

(7-4-13)

(7-4-12)



ここで、2項目は𝑡の一次関数ではないので、無視する

𝐺 𝜏 がL 𝑡 より速く0に減衰する場合、積分範囲を∞に置くことができる。
また、十分時間が長いと相関がなくなるので、 1章で見た式と同じになる。

7-5. 縦緩和

   L 𝑡 ൌ exp െ
𝑡
𝑇ଵ

   
𝑡
𝑇ଵ
ൌ න 𝑡 െ 𝜏

ஶ


 𝑚ଶ exp 𝑖𝑚𝜔𝜏
ଶ

ୀିଶ

𝐺 𝜏 d𝜏

        ൌ 𝑡න  𝑚ଶ exp 𝑖𝑚𝜔𝜏
ଶ

ୀିଶ

ஶ


𝐺 𝜏 d𝜏 െ න 𝜏  𝑚ଶ exp 𝑖𝑚𝜔𝜏

ଶ

ୀିଶ

ஶ


𝐺 𝜏 d𝜏

L 𝑡 ൌ exp െන 𝑡 െ 𝜏
௧


 𝑚ଶ exp 𝑖𝑚𝜔𝜏
ଶ

ୀିଶ

𝐺 𝜏 d𝜏

𝐺 𝜏 ൌ
Tr 𝐷 𝜏 𝐷ି 0
ℏଶTr 𝐈௭ 0 𝐈௭ 0

分子運動がある場合のL 𝑡 の一般式

(7-4-17)

(7-5-1)

       
𝑡
𝑇ଵ
ൌ 𝑡  𝑚ଶ

ଶ

ୀିଶ

න exp 𝑖𝑚𝜔𝜏
ஶ


𝐺 𝜏 d𝜏 (7-5-2)



𝑚ଶの項 ➝ 𝑚とെ𝑚は同じ寄与をする（Larmor Precessionの回転方向だけが異なる）。
そこで、積分範囲を0からെ∞において、和を半分にする。

      
1
𝑇ଵ
ൌ 𝐽ଵ 𝜔  4𝐽ଶ 2𝜔                    

1
𝑇ଵ
ൌ  𝑚ଶ

ଶ

ୀ

න 𝐺 𝜏
ஶ

ିஶ
exp 𝑖𝑚𝜔𝜏 d𝜏 ൌ  𝑚ଶ

ଶ

ୀଵ

න 𝐺 𝜏
ஶ

ିஶ
exp 𝑖𝑚𝜔𝜏 d𝜏                 

𝐽 𝜔 ൌ න 𝐺 𝑡
ஶ

ିஶ
exp 𝑖𝜔𝑡 d𝑡              

自己相関関数𝐺 𝑡 のFTをスペクトル密度 𝐽 𝜔 と呼ぶ

𝐽 𝜔 を求めると𝑇ଵが求まる。7-8節で(7-7-4)の具体的な形を見る。

       
𝑡
𝑇ଵ
ൌ 𝑡  𝑚ଶ

ଶ

ୀିଶ

න exp 𝑖𝑚𝜔𝜏
ஶ


𝐺 𝜏 d𝜏 (7-5-2)

(7-5-3)

(7-5-4)

(7-5-5)



・運動が遅い場合（𝜔𝜏 ≫ 1） ➝ 𝐺 𝜏 はほとんど変化しない。
つまり、振動（運動）成分は無視できる ➝ 𝑚 ൌ 0の成分で近似できる。

𝑚 ൌ 0

7-6. 横緩和 7-2節で見たように、運動の速度で減衰の仕方が異なる → 場合分けして考える

FID 𝑡 ൌ exp െන 𝑡 െ 𝜏
௧


3𝐺 0 d𝜏             

FID 𝑡 ൌ exp െන 𝑡 െ 𝜏
௧


 exp 𝑖𝑚𝜔𝜏
ଶ

ୀିଶ

6 െ𝑚 𝑚  1
2 𝐺 𝜏 d𝜏           

𝐺 𝑡 ൌ
3𝜋γସℏଶ

5 
Yଶ∗ Ω 𝑡 Yଶ Ω 0

𝑟ଷ 𝑡 𝑟ଷ 0
ஷ

                         

分子運動がある場合のFIDの一般式

(7-4-13)

(7-4-12)

(7-6-1)

運動が遅い 𝐺 𝜏 ൌ 𝐺 0

  FID 𝑡 ൌ exp െ3𝐺 0 𝑡 න d𝜏
௧


െ න 𝜏

௧


d𝜏 ൌ exp െ3𝐺 0

𝑡ଶ

2 (7-6-2)

𝑇ଶは一定値

   FID 𝑡 ൌ exp െ
1
2

1
𝑇ଶ
𝑡

ଶ

(7-2-23)

1
𝑇ଶ
ൌ 3𝐺 0 (7-6-3)



計算過程は次頁

𝑡で2階微分

運動が遅い場合（𝜔𝜏 ≫ 1）、 𝑇ଶが一定値であることがわかった

  FID 𝑡 ൌ exp െ3𝐺 0
𝑡ଶ

2 (7-6-2)

FIDは偶感数→𝑀ଶを求める

 𝑀 ൌ 𝑖FID  0 (H-7)

モーメントとFIDの関係

   FID ଶ 0 ൌ
dଶ

d𝑡ଶ exp െන 𝑡 െ 𝜏
௧


3𝐺 𝜏 d𝜏 อ

௧ୀ

𝑀ଶ ൌ െFID ଶ 0
(7-6-4)

  FID ଶ 0 ൌ െ3𝐺 0

    𝑀ଶ ൌ 3𝐺 0

(7-6-5)

(7-6-6)

  FID 𝑡 ൌ exp െ𝑀ଶ
𝑡ଶ

2 (7-6-7)

1
𝑇ଶ
ൌ 3𝐺 0 (7-6-3)

自己相関関数を二次モーメントで表せることを見ておこう

1
𝑇ଶ
ൌ 𝑀ଶ (7-6-8)



𝑀ଶを求めるために (7-8-1)を2階微分し、FID ଶ 0 を求める。まず、1階微分

       FID ଵ 𝑡 ൌ
d
d𝑡 exp െන 𝑡 െ 𝜏

௧


3𝐺 𝜏 d𝜏

ൌ
d
d𝑡 exp െ3𝑡 න 𝐺 𝜏

௧


d𝜏 exp 3න 𝜏

௧


𝐺 𝜏 d𝜏

                     ൌ െ3න 𝐺 𝜏
௧


d𝜏 െ 3𝑡𝐺 𝑡  3𝑡𝐺 𝑡 exp െන 𝑡 െ 𝜏

௧


3𝐺 𝜏 d𝜏

                     ൌ െ3න 𝐺 𝜏
௧


d𝜏 exp െන 𝑡 െ 𝜏

௧


3𝐺 𝜏 d𝜏

       FID ଶ 𝑡 ൌ െ3𝐺 𝑡 െ 3න 𝐺 𝜏
௧


d𝜏 exp െ3𝑡 න 𝐺 𝜏

௧


d𝜏 exp 3න 𝜏

௧


𝐺 𝜏 d𝜏

よって𝑡 ൌ 0を代入すると

   FID ଶ 0 ൌ
dଶ

d𝑡ଶ exp െන 𝑡 െ 𝜏
௧


3𝐺 𝜏 d𝜏 อ

௧ୀ
(7-6-4)

  FID ଶ 0 ൌ െ3𝐺 0 (7-6-5)



・運動が速い場合（𝜔𝜏 ≪ 1）
運動が速い ➝ 𝐺 𝜏 はFIDより早く減衰する→ 7-5節と同様に
・積分範囲を∞に置くことができる
・十分時間が長いと相関がなくなる → 1章で見た式（ Single Exponential ）と同じになる

FID 𝑡 ൌ exp െ 
6 െ𝑚 𝑚  1

2

ଶ

ୀିଶ

න 𝑡 െ 𝜏 exp 𝑖𝑚𝜔𝜏
ஶ


𝐺 𝜏 d𝜏

FID 𝑡 ൌ exp െන 𝑡 െ 𝜏
௧


 exp 𝑖𝑚𝜔𝜏
ଶ

ୀିଶ

6 െ𝑚 𝑚  1
2 𝐺 𝜏 d𝜏           

𝐺 𝑡 ൌ
3𝜋γସℏଶ

5 
Yଶ∗ Ω 𝑡 Yଶ Ω 0

𝑟ଷ 𝑡 𝑟ଷ 0
ஷ

                         

分子運動がある場合のFIDの一般式

(7-4-13)

(7-4-12)

Single Exponential → 𝜏の項は無視できる の形にならないexp െ
𝑡
𝑇ଶ

FID 𝑡 ൌ exp െ𝑡 
6 െ𝑚 𝑚  1

2

ଶ

ୀିଶ

න exp 𝑖𝑚𝜔𝜏
ஶ


𝐺 𝜏 d𝜏 (7-6-9)

𝑚の符号により𝑇ଶへの寄与異なる（アンダーライン部分1/𝑇ଶ ）→ 場合分けして考えていく



虚数項は𝑚

𝑚ଶの項→ 積分範囲を0 → െ∞ にし、和を半分にする

実数項は𝑚ଶ

1
𝑇ଶ
ൌ 

6 െ𝑚ଶ

2

ଶ

ୀିଶ

න exp 𝑖𝑚𝜔𝜏
ஶ


𝐺 𝜏 d𝜏

      FID 𝑡 ൌ exp െ
𝑡
𝑇ଶ

exp 𝑖∆𝑡

𝑚の符号により𝑇ଶへの寄与異なる
→ 実数と虚数項を含む（ 𝑇ଶは実数、遅い運動の𝑇ଶは𝑚 ൌ 0だった）

1
𝑇ଶ
ൌ

6
2

1
2
න 𝐺 𝜏
ஶ

ିஶ
d𝜏  

6 െ𝑚ଶ

2

ଶ

ୀଵ

න exp 𝑖𝑚𝜔𝜏
ஶ

ିஶ
𝐺 𝜏 d𝜏

𝑚 ൌ 0の項

   𝐽 𝜔 ൌ න 𝐺 𝑡
ஶ

ିஶ
exp 𝑖𝜔𝑡 d𝑡

     
1
𝑇ଶ
ൌ

3
2 𝐽 0 

5
2 𝐽ଵ 𝜔  𝐽ଶ 2𝜔

実数部と虚数部に分ける

∆ ൌ 
𝑚
2

ଶ

ୀିଶ

න exp 𝑖𝑚𝜔𝜏
ஶ


𝐺 𝜏 d𝜏

虚数項に𝑚が含まれる
→ Larmor Precessionの速度に寄与
→ スペクトルのシフトの項

通常、虚数項は小さいので無視できる
参考文献B. Cowan参照

FID 𝑡 ൌ exp െ𝑡 
6 െ𝑚 𝑚  1

2

ଶ

ୀିଶ

න exp 𝑖𝑚𝜔𝜏
ஶ


𝐺 𝜏 d𝜏 (7-6-9)

(7-6-10)

(7-5-4)

(7-6-11)

𝑒ఏ െ 𝑒ିఏ ൌ 2𝑖 sin𝜃   𝑒ఏ  𝑒ିఏ ൌ 2 cos𝜃   



ここまでのまとめ

   L 𝑡 ൌ exp െන 𝑡 െ 𝜏
௧


 𝑚ଶ exp 𝑖𝑚𝜔𝜏
ଶ

ୀିଶ

𝐺 𝜏 d𝜏

   FID 𝑡 ൌ exp െන 𝑡 െ 𝜏
௧


 exp 𝑖𝑚𝜔𝜏
ଶ

ୀିଶ

6 െ𝑚 𝑚 1
2 𝐺 𝜏 d𝜏

分子運動がある場合のL 𝑡 とFIDの一般式

(7-4-13)

𝐽 𝜔 ൌ න 𝐺 𝑡
ஶ

ିஶ
exp 𝑖𝜔𝑡 d𝑡                 (7-5-4)

1
𝑇ଵ
ൌ 𝐽ଵ 𝜔  4𝐽ଶ 2𝜔

1
𝑇ଶ
ൌ

3
2 𝐽 0 

5
2 𝐽ଵ 𝜔  𝐽ଶ 2𝜔

1
𝑇ଶ
ൌ 𝑀ଶ

運動が速い場合（𝜔𝜏 ≪ 1）

運動が遅い場合（𝜔𝜏 ≫ 1）

(7-6-11)

(7-5-5)

(7-6-8)

次の節で、スペクトル密度を具体的に求め、目的の式を完成させる



2原子分子の距離𝑟が時間変化しない運動（回転や並進拡散）だけを扱う 他の運動は参考文献参照

7-7. スペクトル密度

  𝐺 𝑡 ൌ
3𝜋γସℏଶ

5 
Yଶ∗ Ω 𝑡 Yଶ Ω 0

𝑟ଷ 𝑡 𝑟ଷ 0
ஷ

ある特定の角度を持つ確率密度は時間と共に減衰する➝平均化する。その時定数を𝜏ୡとする

𝐺 𝑡 を具体的に求める

Yଶ∗ Ω௧ Yଶ Ω ൌ
1

4𝜋
නdΩ௧ නdΩ 𝑃 Ω௧ ,Ω, 𝑡 Yଶ∗ Ω௧ Yଶ Ω

角度の確率密度関数を𝑃 Ω௧ ,Ω, 𝑡 とする。4𝜋は規格化定数。

            𝐺 𝑡 ൌ
3𝜋γସℏଶ

5 
Yଶ∗ Ω௧ Yଶ Ω

𝑟ஷ

𝑃 Ω௧ ,Ω, 𝑡 ൌ exp െ
𝑡
𝜏ୡ

Y∗ Ω௧ Y Ω
,

      𝐺 𝑡 ൌ
3𝜋γସℏଶ

5𝑟ஷ

1
4𝜋 exp െ

𝑡
𝜏ୡ

නdΩ௧ නdΩY∗ Ω௧ Y Ω
,

Yଶ∗ Ω௧ Yଶ Ω

𝐽 𝜔 ൌ න 𝐺 𝑡
ஶ

ିஶ
exp 𝑖𝜔𝑡 d𝑡                 (7-5-4)

(7-4-12)

(7-7-1)

(7-7-2)



𝐺 𝑡 ൌ
𝑀ଶ
3 exp െ

𝑡
𝜏ୡ

නdΩ௧ Y∗ Ω௧ Yଶ∗ Ω௧ ൌ 𝛿ଶ𝛿 නdΩY Ω Yଶ Ω ൌ 𝛿ଶ𝛿

球面調和関数は直交規格化されているので

      𝐺 𝑡 ൌ
3γସℏଶ

20𝑟ஷ

exp െ
𝑡
𝜏ୡ

නdΩ௧ Yଶ∗ Ω௧ Yଶ∗ Ω௧ නdΩ Yଶ Ω Yଶ Ω

                   ൌ
3γସℏଶ

20𝑟ஷ

exp െ
𝑡
𝜏ୡ

     𝐺 𝑡 ൌ
3𝜋γସℏଶ

5𝑟ஷ

1
4𝜋 exp െ

𝑡
𝜏ୡ

නdΩ௧ නdΩY∗ Ω௧ Y Ω
,

Yଶ∗ Ω௧ Yଶ Ω

     𝐽 𝜔 ൌ
𝑀ଶ
3
න exp െ

𝑡
𝜏ୡ

ஶ

ିஶ
exp 𝑖𝜔𝑡 d𝑡

負の時間は考えられないので、時間に絶対値をつける

(7-7-2)

(7-7-3)

𝐽 𝜔 ൌ න 𝐺 𝑡
ஶ

ିஶ
exp 𝑖𝜔𝑡 d𝑡                 (7-5-4)

(7-7-4)

ൌ 1 ൌ 1

  𝑀ଶ ൌ
9γସℏଶ

20𝑟ஷ
(H-24)



    𝐽 𝜔 ൌ
2
3

𝑀ଶ𝜏ୡ
1  𝜔ଶ𝜏ୡଶ

න exp െ
𝑡
𝜏ୡ

ஶ

ିஶ
exp 𝑖𝜔𝑡 d𝑡 ൌ 2

𝜏ୡ
1  𝜔ଶ𝜏ୡଶ

（積分の計算は次頁）

                                   
1
𝑇ଵ
ൌ

2𝑀ଶ𝜏ୡ
3

1
1  𝜔ଶ𝜏ୡଶ


4

1  4𝜔ଶ𝜏ୡଶ

1
𝑇ଶ
ൌ 𝑀ଶ𝜏ୡ 1 

5
3

1
1  𝜔ଶ𝜏ୡଶ


2
3

1
1  4𝜔ଶ𝜏ୡଶ

（𝜔𝜏 ≪ 1）

                                   
1
𝑇ଶ
ൌ 𝑀ଶ （𝜔𝜏 ≫ 1）

     𝐽 𝜔 ൌ
𝑀ଶ
3
න exp െ

𝑡
𝜏ୡ

ஶ

ିஶ
exp 𝑖𝜔𝑡 d𝑡 (7-7-4)

(7-7-5)
  

1
𝑇ଵ
ൌ 𝐽ଵ 𝜔  4𝐽ଶ 2𝜔

1
𝑇ଶ
ൌ

3
2 𝐽 0 

5
2 𝐽ଵ 𝜔  𝐽ଶ 2𝜔

1
𝑇ଶ
ൌ 𝑀ଶ

運動が速い場合
（𝜔𝜏 ≪ 1）

運動が遅い場合
（𝜔𝜏 ≫ 1）

(7-6-11)

(7-5-5)

(7-6-8)

(7-7-5)

(7-7-6)

(7-6-8)



න exp െ
𝑡
𝜏ୡ

ஶ

ିஶ
exp 𝑖𝜔𝑡 d𝑡 ൌ 2

𝜏ୡ
1  𝜔ଶ𝜏ୡଶ

積分の確認 （single exponentialのFTはLorentz関数）

න exp െ
𝑡
𝜏ୡ

ஶ

ିஶ
exp 𝑖𝜔𝑡 d𝑡 ൌ න exp

1
𝜏ୡ
 𝑖𝜔 𝑡



ିஶ
d𝑡  න exp െ

1
𝜏ୡ
 𝑖𝜔 𝑡

ஶ


d𝑡

                                                       ൌ
1

1
𝜏ୡ
 𝑖𝜔

exp
1
𝜏ୡ
 𝑖𝜔 𝑡 อ

ିஶ




1

െ 1
𝜏ୡ
 𝑖𝜔

exp െ
1
𝜏ୡ
 𝑖𝜔 𝑡 อ



ஶ

 ൌ
𝜏ୡ

1  𝑖𝜔𝜏ୡ
െ

𝜏ୡ
െ1  𝑖𝜔𝜏ୡ

ൌ 𝜏ୡ
െ2

𝑖𝜔𝜏ୡ  1 𝑖𝜔𝜏ୡ െ 1

ൌ
െ2𝜏ୡ

െ𝜔ଶ𝜏ୡଶ െ 1

ൌ
2𝜏ୡ

𝜔ଶ𝜏ୡଶ  1



    𝜏ୡ ൌ 𝜏 exp
𝐸
𝑅𝑇

0.002 0.004 0.006 0.008

104

107

1010 200400600

T -1

T 1
, T

2

T
Arrhenius型の活性化過程

高温では𝜏ୡが小さい
→ (7-7-5)と(7-7-6)の分母は1とみなすことができる

1
𝑇ଵ
ൌ

10
3 𝑀ଶ𝜏ୡ   

1
𝑇ଶ
ൌ

10
3 𝑀ଶ𝜏ୡ

𝑇ଵ ൌ 𝑇ଶ低温では𝜏ୡが大きい
→ (7-7-5)と(7-7-6)の分母の1は無視できる

1
𝑇ଵ
ൌ

4𝑀ଶ

3𝜔ଶ
1
𝜏ୡ

1
𝑇ଶ
ൌ 𝑀ଶ𝜏ୡ （𝜔𝜏  1）

1
𝑇ଶ
ൌ 𝑀ଶ （𝜏  𝑀ଶ）

                                   
1
𝑇ଵ
ൌ

2𝑀ଶ𝜏ୡ
3

1
1  𝜔ଶ𝜏ୡଶ


4

1  4𝜔ଶ𝜏ୡଶ

1
𝑇ଶ
ൌ 𝑀ଶ𝜏ୡ 1 

5
3

1
1  𝜔ଶ𝜏ୡଶ


2
3

1
1  4𝜔ଶ𝜏ୡଶ

（𝜔𝜏 ≪ 1）

                                   
1
𝑇ଶ
ൌ 𝑀ଶ （𝜔𝜏 ≫ 1）

(7-7-5)

(7-7-6)

(7-6-8)

(7-7-7)

(7-7-8)

(7-7-9)

(7-7-10)



                                   
1
𝑇ଵ
ൌ

2𝑀ଶ𝜏ୡ
3

1
1  𝜔ଶ𝜏ୡଶ


4

1  4𝜔ଶ𝜏ୡଶ

1
𝑇ଶ
ൌ 𝑀ଶ𝜏ୡ 1 

5
3

1
1  𝜔ଶ𝜏ୡଶ


2
3

1
1  4𝜔ଶ𝜏ୡଶ

（𝜔𝜏 ≪ 1）

                                   
1
𝑇ଶ
ൌ 𝑀ଶ （𝜔𝜏 ≫ 1）

(7-7-5)

(7-7-6)

(7-6-8)

高温

低温

拡散運動の計算例

𝜏 ൌ
𝑎ଶ

6𝐷

𝑘𝑇 ൌ 4.0 ൈ 10ିଶଵ J 20℃ , 𝜂 ൌ 1.0 ൈ 10ିଷ N s mିଶ

𝑎 ൌ 1.4 ൈ 10ିଵ mの場合、 𝜏 ൌ 3.0 ൈ 10ିଵଶ s となる

𝑟 ൌ 1.51 ൈ 10ିଵ m, 𝛾 ൌ 2.675 ൈ 10଼ sିଵTିଵ

ℏ ൌ 1.055 ൈ 10ିଷସ J sିଵを用いると

𝑀ଶ ൌ 2.12 ൈ 10ଵ sିଶ   𝑇ଵ ൌ 𝑇ଶ ൌ 4.78 s

なお、SI単位系で計算する際は以下の式を用いる。

𝑀ଶ ൌ
𝜇
4𝜋

ଶ 9
20 γ

ସℏଶ𝑟ି

ஷ
(H-24')



Zeeman相互作用 ・・・ NMRで非摂動項

𝐸 ൌ െ𝝁 · 𝑩 𝛍 ൌ 𝛾ℏ𝐈 → ℋ ൌ െ𝛍 · 𝑩 ൌ െ𝛾ℏ𝐵𝐈௭ 𝜔 ൌ 𝛾𝐵

NMRスペクトルに影響する相互作用 ・・・ NMRで摂動項

ℋ ൌ ℋ ℋୌ ℋୈୈ ⋯ ℋୈୈ ൌ 𝐈 · 𝐃 · 𝐈 ℋୌ ൌ 𝛾𝐈 · 𝝈 · 𝑩 ℋ ൌ 𝐈 · 𝐉𝒊𝒋 · 𝐈

ℋ୰ ൌ െ𝜔ଵℏ𝐈    𝑖 ൌ 𝑥,𝑦 ℋୌ ൌ ℏΩ𝐈௭    Ω ൌ 𝜎 𝜔 െ 𝜔 ℋ ൌ 2𝜋ℏ𝐽𝒊𝒋𝐈௭𝐈௭

緩和時間（相関がない場合）

d𝑴 𝑡
d𝑡 ൌ 𝑴 𝑡 ൈ 𝛾𝑩 

𝑀௫ ୣ୯ െ 𝑀௫ 𝑡
𝑇ଶ

𝒊 
𝑀௬ ୣ୯ െ 𝑀௬ 𝑡

𝑇ଶ
𝒋 

𝑀௭ ୣ୯ െ 𝑀௭ 𝑡
𝑇ଵ

𝒌

𝑇ଵ： 縦緩和時間・スピン－格子緩和時間 𝑇ଶ： 横緩和時間・スピン－スピン緩和時間

密度演算子 𝐶ఉ∗ 𝑡 𝐶ఈ 𝑡 ൌ 𝛼 𝝆 𝑡 𝛽

𝝆 𝑡 ൌ 𝐔 𝑡 ⋯𝐔ଶ 𝑡ଶ 𝐔ଵ 𝑡ଵ 𝝆 0 𝐔ଵା 𝑡ଵ 𝐔ଶା 𝑡ଶ ⋯𝐔ା 𝑡

𝐔 𝑡 ൌ exp െ
𝑖
ℏℋ𝑡

8 まとめ

運動方程式 𝑖ℏ
𝜕
𝜕𝑡 𝝆 𝑡 ൌ ℋ,𝝆 𝑡



直積法

＊直積法はパルス幅を0＆全ての核が望みの角度倒れるとしている。実際には数μsのパルス幅を持ち、望
みの角度倒れないこともある。これらの影響は密度演算子で扱うことができる。
＊時間の都合上、decouplingには触れなかった。WAHUHAなどは参考文献を参照

量子力学で有用な関係式

𝐈௭|𝑚⟩ ൌ 𝑚|𝑚⟩ 𝐈௭|𝛼⟩ ൌ
1
2 |𝛼⟩ 𝐈௭|𝛽⟩ ൌ െ

1
2 |𝛽⟩

𝛼 𝛽 ൌ න𝜑ఈ∗𝜑ఉd𝜏 𝐀 ൌ 𝛼 𝐀 𝛽 ൌ න𝜑ఈ∗𝐀𝜑ఉd𝜏

𝐀 𝑡 ൌ Tr 𝝆 𝑡 𝐀 𝑡 Tr 𝐀𝐁𝐂 ൌ Tr 𝐂𝐀𝐁 ൌ Tr 𝐁𝐂𝐀

|𝑘⟩


⟨𝑘| ൌ 𝟏

𝑒ఏ𝐈𝐈௫𝑒ିఏ𝐈 ൌ 𝐈௫ cos𝜃 െ 𝐈௬ sin𝜃

cos 2𝜃𝐈௭ ൌ cos 𝜃 sin 2𝜃𝐈௦௭ ൌ 2𝐈௦௭ sin 𝜃

2𝐈௬𝐒௭ ൌ 2
1
2

0 െ𝑖
𝑖 0 ⨂

1
2

1 0
0 െ1 ൌ

1
2

0 0 െ𝑖 0
0 0 0 𝑖
െ𝑖 0 0 0
0 𝑖 0 0

𝐈௬
ିஐ𝒌௧భ𝐈 𝐈௬ cos Ω𝒌𝑡ଵ െ 𝐈௫ sin Ω𝒌𝑡ଵ

𝐈௬
ି𝟐𝝅𝑱ఛ𝐈𝐒 𝐈௬ cos 𝜋𝐽𝜏 െ 2𝐈௫𝑺௭ sin 𝜋𝐽𝜏

𝐈௭

గ
ଶ𝐈ೣ 𝐈௬

核スピン の場合

2スピン系

1
2



モーメント

𝑀 ≡ න 𝑥 െ 𝑥 𝑓 𝑥 d𝑥
ஶ

ିஶ

FIDとモーメント

FID 𝑡 ൌ 
𝐹  0
𝑛! 𝑡

ஶ

ୀ

ൌ  െ𝑖  𝑀
𝑛! 𝑡


ஶ

ୀ

𝑀ଶ ൌ
9γସℏଶ

20𝑟ஷ

自己相関関数𝐺 𝜏 スペクトル密度 𝐽 𝜔

FID 𝑡 ൌ exp െන 𝑡 െ 𝜏
௧


𝐺 𝜏 d𝜏 𝐽 𝜔 ൌ න 𝐺 𝑡

ஶ

ିஶ
exp 𝑖𝜔𝑡 d𝑡                 

ボルツマン分布を導入した期待値

𝐀 𝑡 ൌ
Tr 𝐀 𝑡 exp െ𝛽ℋ

Tr exp െ𝛽ℋ → FID 𝑡 ൌ
Tr 𝐈ା 𝑡 𝐈ି 0
Tr 𝐈ା 0 𝐈ି 0

緩和時間

1
𝑇ଵ
ൌ

2𝑀ଶ𝜏ୡ
3

1
1  𝜔ଶ𝜏ୡଶ


4

1  4𝜔ଶ𝜏ୡଶ

1
𝑇ଶ
ൌ 𝑀ଶ𝜏ୡ 1 

5
3

1
1  𝜔ଶ𝜏ୡଶ


2
3

1
1  4𝜔ଶ𝜏ୡଶ

（𝜔𝜏 ≪ 1）

1
𝑇ଶ
ൌ 𝑀ଶ （𝜔𝜏 ≫ 1）

粉末試料の場合



C. P. Slichter, " Principles of Magnetic Resonance", 3rd ed., Springer-Verlag, New York, 1992
（NMRのバイブル。相互作用ハミルトニアンなどで使用した）

B. C. Gerstein, C. R. Dybowski, “Transient Techniques in NMR of Solids”, Academic Press, New York, 1985
（絶版になっているが平均ハミルトニアン理論、密度演算子など丁寧に記されている。本講義の半分以上はこの本をベー
スに記されている）

M. Goldman, “Quantum Description of High-Resolution NMR in Liquids”, Oxford, New York, 2002
（密度演算子が詳しく記されている本）

E. O. Stejskal, J. D. Memory, “High Resolution NMR in the Solid State”, Oxford, New York, 1994
（NMRの現象をベクトルや行列表記で記してある。講義の後半部分で使用）

J. Keeler, "Understanding NMR Spectroscopy", Willy, West Sussex, 2006
（2次元NMRなど様々なパルスプログラムを直積法で詳細に紹介している。講義の後半部分で使用）

B. Cowan, "Nuclear Magnetic Resonance and Relaxation", Cambridge Univ. Press, 1997 
（緩和について詳細に記されている。講義の後半部分で使用）

北丸竜三「核磁気共鳴の基礎と原理」共立出版
（量子力学の基礎的な部分から丁寧に書かれている。CSAスペクトルの線形や緩和などで使用）

ファラー・ベッカー「パルスおよびフーリエ変換NMR」吉岡書店
（基礎から丁寧に書いてある。特に緩和を学ぶのに適している）

荒田洋治「NMRの書」丸善
（直積法など丁寧に書いてある。後半はこの本をベースに展開した）
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