
物質計測科学特論Ⅲ 2021

本多 尚
hhonda@yokohama-cu.ac.jp

～ 目標 ～
量子力学を用いてNMRを理解する

他の測定にも応用できる

ブラケット表記 𝑚 ℋ 𝑛 ൌ 𝐸௠௡
Heisenbergの運動方程式

トレースと期待値 𝐀 𝑡 ൌ Tr 𝝆 𝑡 𝐀 𝑡
射影演算子

密度演算子𝐶ఉ∗ 𝑡 𝐶ఈ 𝑡 ൌ 𝛼 𝝆 𝑡 𝛽
直積法 𝐈௬ ିஐ𝒌௧భ𝐈೥ 𝐈௬ cos Ω𝒌𝑡ଵ െ 𝐈௫ sin Ω𝒌𝑡ଵ

緩和 など

𝑖ℏ 𝜕𝜕𝑡 𝐀 𝑡 ൌ ℋ,𝐀 𝑡
෍|𝑘⟩௞ ⟨𝑘| ൌ 𝟏

原子核

原子

電子
陽子（＋の電荷）

中性子(電荷なし)

NMR（Nuclear Magnetic Resonance：核磁気共鳴法）

原子核は棒磁石

＝

原子核

いくつかの原子核はスピンを持つ

どの核種がスピンを持つ（＝棒磁石）かは後で述べる

原子核の世界 ＝ 量子力学を用いないと説明できない

話を簡単にするために
N極が上向きと下向きしかとれない核種（核スピン1/2）を用いて以降説明する

NMRで使う量子力学：原子核が向く方向が限られている（上・下など）

「磁化」と呼ぶ

核スピン（Nuclear Spin）
原子核は棒磁石

＝

原子核

上向き ＝ 下向き

上と下の2方向の核種の場合

このエネルギー差を
観測するのが NMR

α状態 β状態

α状態

β状態
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𝚿ା𝟏𝟐  ൌ |𝛼⟩Nucleus

Basic Theory of NMR

𝚿ି𝟏𝟐  ൌ |𝛽⟩

Ψ௡௟௠௦
Basic Theory of Quantum Mechanics

Electron
Nuclear Ψூ௠

𝑛:𝑃𝑟𝑖𝑛𝑐𝑖𝑝𝑎𝑙 𝑄𝑢𝑎𝑛𝑡𝑢𝑚 𝑁𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟 𝑙:𝐴𝑧𝑖𝑚𝑢𝑡ℎ𝑎𝑙 𝑄𝑢𝑎𝑛𝑡𝑢𝑚 𝑁𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟  𝑚:𝑀𝑎𝑔𝑛𝑒𝑡𝑖𝑐 𝑄𝑢𝑎𝑛𝑡𝑢𝑚 𝑁𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟𝑠: 𝑆𝑝𝑖𝑛 𝑄𝑢𝑎𝑛𝑡𝑢𝑚 𝑁𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟𝑠௭: 𝑧-𝐶𝑜𝑚𝑝𝑜𝑛𝑒𝑛𝑡 𝑜𝑓 𝑆𝑝𝑖𝑛 𝑄𝑢𝑎𝑛𝑡𝑢𝑚 𝑁𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟
Wavefunction

𝐼 ൌ 12  →  𝑚 ൌ െ 12 ,൅ 12
𝐼:𝑁𝑢𝑐𝑙𝑒𝑎𝑟 𝑆𝑝𝑖𝑛 𝑄𝑢𝑎𝑛𝑡𝑢𝑚 𝑁𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟𝑚: 𝑧-𝐶𝑜𝑚𝑝𝑜𝑛𝑒𝑛𝑡 𝑜𝑓 𝑁𝑢𝑐𝑙𝑒𝑎𝑟 𝑆𝑝𝑖𝑛 𝑄𝑢𝑎𝑛𝑡𝑢𝑚 𝑁𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟𝑚 ൌ ൅ 12  →  𝛼

𝑚 ൌ െ 12  →  𝛽 (0-1-1)



𝚿ା𝟏𝟐  ൌ |𝛼⟩Nucleus

𝚿ି𝟏𝟐  ൌ |𝛽⟩

Bracket

 |Ψ⟩ ൌ 𝑐ఈ|𝛼⟩ ൅ 𝑐ఉ|𝛽⟩Ψఈ  → |𝛼⟩        Ψఉ  → |𝛽⟩             Ψఈ∗  →  ⟨𝛼|        Ψఉ∗  →  ⟨𝛽| ⟨Ψ| ൌ 𝑐ఈ∗⟨𝛼| ൅ 𝑐ఉ∗⟨𝛽|

Dirac Notation

BraKet
Ψூ௠  → |𝐼𝑚⟩          Ψூ௠∗  →  ⟨𝐼𝑚|

Operator

𝐈௭⟨𝛼 ൌ ⟨𝛼 𝐈௭ற ൌ 12 ∗ ⟨𝛼| ൌ 12 ⟨𝛼|
𝐈௭|𝛼⟩ ൌ 12 |𝛼⟩        𝐈௭|𝛽⟩ ൌ െ 12 |𝛽⟩

𝐈௭⟨𝛽| ൌ ⟨𝛽|𝐈௭ற ൌ െ 12 ⟨𝛽|

𝑚 ൌ ൅ 12  →  𝛼
𝑚 ൌ െ 12  →  𝛽

(0-1-2)

(0-1-3) (0-1-4)

Linear Combination

(0-1-5)

ベクトル：太字斜体
物理量：斜体
演算子：太字（ハミルトニアン：ℋ ）対比：電子の場合𝑺௭|𝛼⟩ ൌ 12 |𝛼⟩ 𝑺௭|𝛽⟩ ൌ െ 12 |𝛽⟩

 |Ψ⟩ ൌ 𝑐ఈ|𝛼⟩ ൅ 𝑐ఉ|𝛽⟩Ψఈ  → |𝛼⟩        Ψఉ  → |𝛽⟩             Ψఈ∗  →  ⟨𝛼|        Ψఉ∗  →  ⟨𝛽| ⟨Ψ| ൌ 𝑐ఈ∗⟨𝛼| ൅ 𝑐ఉ∗⟨𝛽|
Eigenfunction

Orthonormal

Wavefunction

Overlap Integral 𝑖 𝑗 ൌ න𝜑௜∗𝜑௝d𝜏        
𝛼 𝛼 ൌ 𝛽 𝛽 ൌ 1𝛼 𝛽 ൌ 𝛽 𝛼 ൌ 0 𝑖 𝑗 ൌ 𝛿௜௝

𝑖, 𝑗 ൌ 𝛼,𝛽

𝐈௭Ψఈ ൌ 12Ψఈ

𝐀 ൌ Ψ 𝐀 Ψ ൌ නΨ∗𝐀Ψd𝜏             Expectation Value

Operator 𝐈௭|𝛼⟩ ൌ 12 |𝛼⟩ 𝐈௭|𝛽⟩ ൌ െ 12 |𝛽⟩

(0-2-1)

(0-2-3)

(0-2-2)

𝐀 ൌ Ψ 𝐀 Ψ ൌ නΨ∗𝐀Ψd𝜏Expectation Value 𝑖 𝑗 ൌ 𝛿௜௝
𝐈௭ ൌ Ψ 𝐈௭ Ψ

ൌ 𝑐ఈ∗𝑐ఈ 𝛼 𝐈௭ 𝛼 ൅ 𝑐ఉ∗𝑐ఈ 𝛽 𝐈௭ 𝛼 ൅ 𝑐ఈ∗𝑐ఉ 𝛼 𝐈௭ 𝛽 ൅ 𝑐ఉ∗𝑐ఉ 𝛽 𝐈௭ 𝛽

 |Ψ⟩ ൌ 𝑐ఈ|𝛼⟩ ൅ 𝑐ఉ|𝛽⟩⟨Ψ| ൌ 𝑐ఈ∗⟨𝛼| ൅ 𝑐ఉ∗⟨𝛽|Ψఈ  → |𝛼⟩        Ψఉ  → |𝛽⟩Ψఈ∗  →  ⟨𝛼|        Ψఉ∗  →  ⟨𝛽|

𝐈௭|𝛼⟩ ൌ 12 |𝛼⟩ 𝐈௭|𝛽⟩ ൌ െ 12 |𝛽⟩
ൌ 𝑐ఈ∗𝑐ఈ 12 𝛼 𝛼 ൅ 𝑐ఉ∗𝑐ఈ 12 𝛽 𝛼 ൅ 𝑐ఈ∗𝑐ఉ െ 12 𝛼 𝛽 ൅ 𝑐ఉ∗𝑐ఉ െ 12 𝛽 𝛽

Expectation Value of z-Component

𝛼 𝛼 ൌ 𝛽 𝛽 ൌ 1𝛼 𝛽 ൌ 𝛽 𝛼 ൌ 0
(|Ψ⟩ and ⟨Ψ| are normalized)Example 1

ൌ 𝑐ఈ∗ ⟨𝛼| ൅ 𝑐ఉ∗⟨𝛽| 𝐈௭ 𝑐ఈ|𝛼⟩ ൅ 𝑐ఉ|𝛽⟩

𝑖 𝑗 ൌ 𝛿௜௝ൌ 12 𝑐ఈ∗𝑐ఈ െ 12 𝑐ఉ∗𝑐ఉ ൌ 12 𝑐ఈ ଶ െ 𝑐ఉ ଶ 𝑐ఈ ଶ , 𝑐ఉ ଶ
：Probability(0-2-4)

𝐈௭ ൌ Ψ 𝐈௭ Ψ 𝐈௭ ൌ 12 𝑐ఈ ଶ െ 𝑐ఉ ଶ

|𝛼⟩
|𝛽⟩

Vector Model Quantum Model

𝐈௭

𝑐ఈ ଶ , 𝑐ఉ ଶ
：Probability

𝐈௭ はα状態とβ状態の占有率（確率）の差で決まる

この例：波動関数は一般式

→ 熱平衡状態や励起状態の 𝑐ఈ ଶや 𝑐ఉ ଶ
を求めると各状態の 𝐈௭ が求まる

(0-2-4)



𝐈௭ ൌ Ψ 𝐈௭ Ψ
Expectation Value of x,y-Component𝐈௫ ൌ Ψ 𝐈௫ Ψ 𝐈௬ ൌ Ψ 𝐈௬ Ψ

𝐈௭|𝛼⟩ ൌ 12 |𝛼⟩ 𝐈௭|𝛽⟩ ൌ െ 12 |𝛽⟩ 𝐈௫|𝛼⟩ ൌ?  𝐈௫|𝛽⟩ ൌ?𝐈௬|𝛼⟩ ൌ?  𝐈௬|𝛽⟩ ൌ?
𝐈ା ≡ 𝐈௫ ൅ 𝑖𝐈௬ 𝐈ି ≡ 𝐈௫ െ 𝑖𝐈௬ Ladder Operator

昇降演算子𝐈௫ ൌ 12 𝐈ା ൅ 𝐈ି 𝐈௬ ൌ 12𝑖 𝐈ା െ 𝐈ି
𝐈௭, 𝐈േ ൌ 𝐈௭, 𝐈௫ േ 𝑖𝐈௬ ൌ 𝐈௭, 𝐈௫ േ 𝑖 𝐈௭, 𝐈௬

→   𝐈௭𝐈േ ൌ 𝐈േ𝐈௭ േ 𝐈േ ൌ 𝐈േ 𝐈௭ േ 1ൌ 𝑖𝐈௬ േ 𝑖 െ𝑖𝐈௫ ൌ 𝑖𝐈௬ േ 𝐈௫ ൌ േ 𝐈௫ േ 𝑖𝐈௬ ൌ േ𝐈േ𝐈௭, 𝐈േ ൌ  𝐈௭𝐈േ െ 𝐈േ𝐈௭ ൌ േ𝐈േ
𝐈௭|𝑚⟩ ൌ 𝑚|𝑚⟩  𝐈௭𝐈േ|𝑚⟩ ൌ 𝐈േ 𝐈௭ േ 1 |𝑚⟩ ൌ 𝑚 േ 1 𝐈േ|𝑚⟩𝐈േ|𝑚⟩ ൌ |𝑚േ 1⟩𝐈ା|𝛼⟩ ൌ 0 𝐈ି|𝛼⟩ ൌ |𝛽⟩ 𝐈ା|𝛽⟩ ൌ |𝛼⟩ 𝐈ି|𝛽⟩ ൌ 0

Example 2

(0-0-10)

(0-2-5)

(0-2-7)

(0-2-6)

ൌ 0 ൅ 𝑐ఉ∗𝑐ఈ 12 ൅ 𝑐ఈ∗𝑐ఉ 12 ൅ 0

𝐈ା|𝛼⟩ ൌ 0 𝐈ି|𝛼⟩ ൌ |𝛽⟩ 𝐈ା|𝛽⟩ ൌ |𝛼⟩ 𝐈ି|𝛽⟩ ൌ 0
𝐈௫ ൌ Ψ 𝐈௫ Ψ ൌ 𝑐ఈ∗𝑐ఈ 𝛼 𝐈௫ 𝛼 ൅ 𝑐ఉ∗𝑐ఈ 𝛽 𝐈௫ 𝛼 ൅ 𝑐ఈ∗𝑐ఉ 𝛼 𝐈௫ 𝛽 ൅ 𝑐ఉ∗𝑐ఉ 𝛽 𝐈௫ 𝛽
𝐈௫ ൌ 12 𝐈ା ൅ 𝐈ି 𝐈௬ ൌ 12𝑖 𝐈ା െ 𝐈ି
ൌ 𝑐ఈ∗𝑐ఈ 12 𝛼 𝐈ି 𝛼 ൅ 𝑐ఉ∗𝑐ఈ 12 𝛽 𝐈ି 𝛼 ൅ 𝑐ఈ∗𝑐ఉ 12 𝛼 𝐈ା 𝛽 ൅ 𝑐ఉ∗𝑐ఉ 12 𝛽 𝐈ା 𝛽

𝐈௫ ൌ 12 𝑐ఉ∗𝑐ఈ ൅ 𝑐ఈ∗𝑐ఉ
𝐈௬ ൌ Ψ 𝐈௬ Ψ ൌ 𝑐ఈ∗𝑐ఈ 𝛼 𝐈௬ 𝛼 ൅ 𝑐ఉ∗𝑐ఈ 𝛽 𝐈௬ 𝛼 ൅ 𝑐ఈ∗𝑐ఉ 𝛼 𝐈௬ 𝛽 ൅ 𝑐ఉ∗𝑐ఉ 𝛽 𝐈௬ 𝛽ൌ 𝑐ఈ∗𝑐ఈ െ12𝑖 𝛼 𝐈ି 𝛼 ൅ 𝑐ఉ∗𝑐ఈ െ12𝑖 𝛽 𝐈ି 𝛼 ൅ 𝑐ఈ∗𝑐ఉ 12𝑖 𝛼 𝐈ା 𝛽 ൅ 𝑐ఉ∗𝑐ఉ 12𝑖 𝛽 𝐈ା 𝛽

ൌ 0 ൅ 𝑐ఉ∗𝑐ఈ െ12𝑖 ൅ 𝑐ఈ∗𝑐ఉ 12𝑖 ൅ 0
𝐈௬ ൌ 12𝑖 െ𝑐ఉ∗𝑐ఈ ൅ 𝑐ఈ∗𝑐ఉ

𝐈௫|𝛼⟩ ൌ 12 |𝛽⟩ 𝐈௫|𝛽⟩ ൌ 12 |𝛼⟩𝛼 𝐈௫ 𝛽 ൌ 𝛽 𝐈௫ 𝛼 ൌ 12

𝐈௬|𝛼⟩ ൌ െ 12𝑖 |𝛽⟩ 𝐈௬|𝛽⟩ ൌ 12𝑖 |𝛼⟩𝛼 𝐈௬ 𝛽 ൌ െ 𝛽 𝐈௬ 𝛼 ൌ 12𝑖
波動関数は一般式 → 係数𝑐ఈ∗𝑐ఉや𝑐ఉ∗𝑐ఈを求めれば各状態の 𝐈௫ や 𝐈௬ が求まる

→ 密度演算子（3章）へと話がつながるが、もう少し基礎を学ぼう！

(0-2-8)
(0-2-9)

(0-2-10)
(0-2-11)

Matrix Representation of Ix, Iy, and Iz Operator

𝐀 ൌ α 𝐀 α α 𝐀 𝛽𝛽 𝐀 α 𝛽 𝐀 𝛽
𝐈𝒛 ൌ α 𝐈𝒛 α α 𝐈𝒛 𝛽𝛽 𝐈𝒛 α 𝛽 𝐈𝒛 𝛽 ൌ 12 00 െ 12 ൌ 12 1 00 െ1

One Spin System

𝐈ା ൌ α 𝐈ା α α 𝐈ା 𝛽𝛽 𝐈ା α 𝛽 𝐈ା 𝛽 ൌ 0 10 0 𝐈ି ൌ α 𝐈ି α α 𝐈ି 𝛽𝛽 𝐈ି α 𝛽 𝐈ି 𝛽 ൌ 0 01 0

𝐈𝒙 ൌ 12 0 11 0 𝐈𝒚 ൌ 12𝑖 0 1െ1 0
𝐈௫ ൌ 12 𝐈ା ൅ 𝐈ି 𝐈௬ ൌ 12𝑖 𝐈ା െ 𝐈ି

𝐈ା ≡ 𝐈௫ ൅ 𝑖𝐈௬ 𝐈ି ≡ 𝐈௫ െ 𝑖𝐈௬

(0-3-1)

(0-3-2)

(0-3-3)

(0-3-4)

1-1. 核スピン1/2の熱平衡状態（核のみ・One Spin System）

静磁場B0 (z 軸)と磁気モーメントの相互作用エネルギーは

磁気モーメントμは核スピンに比例するので、核スピン演算子 𝐈 ൌ 𝐈௫ ൅ 𝐈௬ ൅ 𝐈௭ を用いると、𝛍 ൌ 𝛾ℏ𝐈
ここで、γ は比例定数で、磁気回転比(gyromagnetic ratio)と呼ばれている。

(1-1-1)より、𝐸 ൌ െ𝝁 · 𝑩଴ なので、𝑩଴ ൌ 0,0,𝐵଴  とすると、Zeeman ハミルトニアンℋ୞ は、

ここで、磁場方向をz軸にとっている。𝜔଴ ൌ 𝛾𝐵଴ とすると(1-1-3)式は、ℋ୞ ൌ െ𝜔଴ℏ𝐈௭

θ
𝑩଴ 𝝁

𝝁

|𝛼⟩|𝛽⟩

1 Zeeman Interaction
ベクトル：太字斜体
物理量：斜体
演算子：太字（ハミルトニアン：ℋ ）

ZeemanのZ

z方向のz

具体的に係数を求め、 𝐈௫ , 𝐈௬ , 𝐈௭ やNMRのエネルギー差（周波数）などを考察しよう！

𝐸 ൌ െ 𝝁 · 𝑩଴ ൌ െ 𝜇 𝐵଴ cosθ
(1-1-2)

(1-1-3)ℋ୞ ൌ െ𝛍 · 𝑩଴ ൌ    െ𝛾ℏ𝐵଴𝐈௭
(1-1-4)

核スピン
ଵଶ の場合を考える。αスピンとβスピンの波動関数を|𝛼⟩、|𝛽⟩とおく

(1-1-1)



核スピン
ଵଶ のとき、波動関数の一般式は以下のように表せる。

𝑐ఈ 𝑡 と𝑐ఉ 𝑡 を求め、波動関数を決めよう！

時間に依存するシュレーディンガー方程式は

𝒊ℏ 𝝏𝝏𝒕 |𝚿 𝒕 ⟩ ൌ 𝓗|𝚿 𝒕 ⟩
よって、

(1-1-8)式の両辺に左から⟨𝛼| をかける。 𝛼 𝛼 ൌ 1, 𝛼 𝛽 ൌ 0 と波動関数は時間に依存しないので

|Ψ 𝑡 ⟩ ൌ 𝑐ఈ 𝑡 |𝛼⟩ ൅ 𝑐ఉ 𝑡 |𝛽ൿ                         

各エネルギー期待値は、𝐸ఈ ൌ 𝛼 ℋ୞ 𝛼 ൌ െ𝜔଴ℏ 𝛼 𝐈௭ 𝛼 ൌ െ𝜔଴ℏ2 𝐸ఉ ൌ 𝛽 ℋ୞ 𝛽 ൌ െ𝜔଴ℏ 𝛽 𝐈௭ 𝛽 ൌ 𝜔଴ℏ2
よって、エネルギー差は∆𝐸 ൌ 𝐸ఉ െ 𝐸ఈ ൌ 𝛽 ℋ୞ 𝛽 െ 𝛼 ℋ୞ 𝛼 ൌ 𝜔଴ℏ2 െ െ𝜔଴ℏ2 ൌ      𝜔଴ℏ ൌ ℎ𝜐଴

|𝛼⟩|𝛽⟩∆𝐸

ℋ୞ ൌ െ𝜔଴ℏ𝐈௭
(1-1-5)

(1-1-6)

(1-1-7)

(1-1-8)

𝜕𝑐ఈ 𝑡𝜕𝑡   ൌ   െ 𝑖𝑐ఈ 𝑡ℏ 𝛼 ℋ 𝛼 െ i𝑐ఉ 𝑡ℏ 𝛼 ℋ 𝛽 (1-1-9)

𝜕𝑐ఈ 𝑡𝜕𝑡 |𝛼⟩ ൅ 𝜕𝑐ఉ 𝑡𝜕𝑡 |𝛽⟩ ൌ െ 𝑖ℋℏ 𝑐ఈ 𝑡 |𝛼⟩ ൅ 𝑐ఉ 𝑡 |𝛽ൿ
𝑐ఈ 𝑡 ൌ 𝑐ఈ 0 exp 𝑖 𝜔଴𝑡2

つまり、

(1-1-11)式の微分方程式を解く𝜕𝑐ఈ 𝑡𝜕𝑡 ൌ 𝑖𝜔଴2 𝑐ఈ 𝑡 → d𝑐ఈ 𝑡𝑐ఈ 𝑡 ൌ 𝑖𝜔଴2 d𝑡 → ln 𝑐ఈ 𝑡 ൌ 𝑖𝜔଴2 𝑡 ൅ ln𝐶

Zeeman相互作用のみの場合、ℋ ൌ ℋ୞ ൌ െ𝜔଴ℏ𝐈௭ なので、→ 𝜕𝑐ఈ 𝑡𝜕𝑡  ൌ  𝑖𝜔଴2 𝑐ఈ 𝑡
      → 𝜕𝑐ఉ 𝑡𝜕𝑡 ൌ     െ 𝑖𝜔଴2 𝑐ఉ 𝑡

𝜕𝑐ఈ 𝑡𝜕𝑡 ൌ െ 𝑖𝑐ఈ 𝑡ℏ 𝛼 ℋ 𝛼 െ i𝑐ఉ 𝑡ℏ 𝛼 ℋ 𝛽

𝛼 𝐈௭ 𝛼 ൌ ଵଶ 𝛼 𝐈௭ 𝛽 ൌ 0𝛽 𝐈௭ 𝛼 ൌ 0 𝛽 𝐈௭ 𝛽 ൌ െ ଵଶ

(1-1-10)

(1-1-11)

(1-1-13)

(1-1-14)

(1-1-15)

𝜕𝑐ఉ 𝑡𝜕𝑡      ൌ      െ 𝑖𝑐ఈ 𝑡ℏ 𝛽 ℋ 𝛼 െ i𝑐ఉ 𝑡ℏ 𝛽 ℋ 𝛽

(1-1-8)
𝜕𝑐ఈ 𝑡𝜕𝑡 |𝛼⟩ ൅ 𝜕𝑐ఉ 𝑡𝜕𝑡 |𝛽⟩ ൌ െ 𝑖ℋℏ 𝑐ఈ 𝑡 |𝛼⟩ ൅ 𝑐ఉ 𝑡 |𝛽ൿ

(1-1-9)

次に(1-1-8)式の両辺に左から⟨𝛽| をかける。 𝛽 𝛼 ൌ 0, 𝛽 𝛽 ൌ 1 より

(1-1-9)

(1-1-10) ℋ (1-1-12)

ln 𝑐ఈ 𝑡𝐶 ൌ 𝑖𝜔଴2 𝑡 → 𝑐ఈ 𝑡 ൌ 𝐶 exp 𝑖𝜔଴𝑡2  
ここで、C は積分定数。積分定数は、𝑡 ൌ 0 → 𝑐ఈ 0 より、

同様に 𝑐ఉ 𝑡 ൌ 𝑐ఉ 0 exp െ𝑖 𝜔଴𝑡2
よって、静磁場の下（Zeeman相互作用のみの場合）の波動関数は|Ψ 𝑡 ⟩ ൌ 𝑐ఈ 0 exp 𝑖 𝜔଴𝑡2  |𝛼⟩ ൅ 𝑐ఉ 0 exp െ𝑖 𝜔଴𝑡2 |𝛽⟩
        ⟨Ψ 𝑡 | ൌ ⟨𝛼| exp െ𝑖 𝜔଴𝑡2 𝑐ఈ∗ 0 ൅ ⟨𝛽| exp 𝑖 𝜔଴𝑡2 𝑐ఉ∗ 0
𝑐ఈ 0 と𝑐ఉ 0 の関係を求めよう！ ➝ 時刻0のα状態とβ状態の占有確率の関係を求める

規格化より、 Ψ 𝑡 Ψ 𝑡 ൌ 1 なのでΨ 𝑡 Ψ 𝑡 ൌ ⟨𝛼| exp െ𝑖 𝜔଴𝑡2 𝑐ఈ∗ 0 𝑐ఈ 0 exp 𝑖 𝜔଴𝑡2  |𝛼⟩൅ ⟨𝛼| exp െ𝑖 𝜔଴𝑡2 𝑐ఈ∗ 0 𝑐ఉ 0 exp െ𝑖 𝜔଴𝑡2 |𝛽⟩   ൅ ⟨𝛽| exp 𝑖 𝜔଴𝑡2 𝑐ఉ∗ 0 𝑐ఈ 0 exp 𝑖 𝜔଴𝑡2  |𝛼⟩   ൅ ⟨𝛽| exp 𝑖 𝜔଴𝑡2 𝑐ఉ∗ 0 𝑐ఉ 0 exp െ𝑖 𝜔଴𝑡2 |𝛽⟩ൌ 𝑐ఈ 0 ଶ 𝛼 𝛼 ൅ 𝑐ఈ∗ 0 𝑐ఉ 0 exp െ𝑖𝜔଴𝑡 𝛼 𝛽 ൅ 𝑐ఉ∗ 0 𝑐ఈ 0 exp 𝑖𝜔଴𝑡 𝛽 𝛼 ൅ 𝑐ఉ 0 ଶ 𝛽 𝛽∴ሻ  𝑐ఈ 0 ଶ ൅ 𝑐ఉ 0 ଶ ൌ     1
静磁場の下ではα状態とβ状態の占有確率の和は1

𝛼 𝛼 ൌ 𝛽 𝛽 ൌ 1𝛼 𝛽 ൌ 𝛽 𝛼 ൌ 0ℋ

(1-1-16)

(1-1-17)

(1-1-18)

𝐈௭は|𝛼⟩や|𝛽⟩にしか演算しない

これは、(0-0-9)と同じ形である。
「 𝛍௭ はZeeman相互作用だけのとき（熱平衡時）、時間に依存しない」ことが明らかになった。

1-2. 熱平衡時の磁化𝛍の期待値 𝛍௫ , 𝛍௬ , 𝛍௭𝛍௭ ൌ 𝛾ℏ Ψ 𝑡 𝐈௭ Ψ 𝑡

𝛍௭ ൌ 𝛾ℏ⟨𝛼| exp െ𝑖 𝜔଴𝑡2 𝑐ఈ∗ 0 𝐈௭𝑐ఈ 0 exp 𝑖 𝜔଴𝑡2  |𝛼⟩൅ 𝛾ℏ⟨𝛼| exp െ𝑖 𝜔଴𝑡2 𝑐ఈ∗ 0 𝐈௭𝑐ఉ 0 exp െ𝑖 𝜔଴𝑡2 |𝛽⟩൅ 𝛾ℏ⟨𝛽| exp 𝑖 𝜔଴𝑡2 𝑐ఉ∗ 0 𝐈௭𝑐ఈ 0 exp 𝑖 𝜔଴𝑡2  |𝛼⟩ ൅ 𝛾ℏ⟨𝛽| exp 𝑖 𝜔଴𝑡2 𝑐ఉ∗ 0 𝐈௭𝑐ఉ 0 exp െ𝑖 𝜔଴𝑡2 |𝛽⟩
𝛍௭ ൌ    12 𝛾ℏ 𝑐ఈ 0 ଶ െ 𝑐ఉ 0 ଶ  ℋ

𝛼 𝐈௭ 𝛼 ൌ ଵଶ 𝛼 𝐈௭ 𝛽 ൌ 0𝛽 𝐈௭ 𝛼 ൌ 0 𝛽 𝐈௭ 𝛽 ൌ െ ଵଶ

⟨Ψ 𝑡 | ൌ ⟨𝛼| exp െ𝑖 𝜔଴𝑡2 𝑐ఈ∗ 0 ൅ ⟨𝛽| exp 𝑖 𝜔଴𝑡2 𝑐ఉ∗ 0|Ψ 𝑡 ⟩ ൌ 𝑐ఈ 0 exp 𝑖 𝜔଴𝑡2  |𝛼⟩ ൅ 𝑐ఉ 0 exp െ𝑖 𝜔଴𝑡2 |𝛽⟩

(1-2-1)

𝛍 ൌ 𝛾ℏ𝐈  →   𝛍௫ ൌ 𝛾ℏ𝐈௫     𝛍௬ ൌ 𝛾ℏ𝐈௬     𝛍௭ ൌ 𝛾ℏ𝐈௭
(1-1-17)

𝐈௭ ൌ 12 𝑐ఈ ଶ െ 𝑐ఉ ଶ
(0-0-9) ← 𝑐ఈ ൌ 𝑐ఈ 𝑡 、 𝑐ఉ ൌ 𝑐ఉ 𝑡



𝛍௫ ൌ 𝛾ℏ Ψ 𝐈௫ Ψ ൌ 𝛾ℏ2 Ψ 𝐈ା Ψ ൅ Ψ 𝐈ି Ψ

𝛍௫ ൌ 𝛾ℏ2 𝑐ఈ 0 𝑐ఉ 0 𝛼 𝐈ା 𝛽 eି௜ఠబ௧ ൅ 𝑐ఈ 0 𝑐ఉ 0 𝛽 𝐈ି 𝛼 e௜ఠబ௧
         ൌ 𝛾ℏ2 𝑐ఈ 0 𝑐ఉ 0 eି௜ఠబ௧ ൅ e௜ఠబ௧

eି௜ఏ ൅ e௜ఏ ൌ 2 cos𝜃

⟨Ψ 𝑡 | ൌ ⟨𝛼| exp െ𝑖 𝜔଴𝑡2 𝑐ఈ∗ 0 ൅ ⟨𝛽| exp 𝑖 𝜔଴𝑡2 𝑐ఉ∗ 0|Ψ 𝑡 ⟩ ൌ 𝑐ఈ 0 exp 𝑖 𝜔଴𝑡2  |𝛼⟩ ൅ 𝑐ఉ 0 exp െ𝑖 𝜔଴𝑡2 |𝛽⟩ (1-1-17)

𝛍௬ ൌ 𝛾ℏ Ψ 𝐈௬ Ψ ൌ 𝛾ℏ2𝑖 Ψ 𝐈ା Ψ െ Ψ 𝐈ି Ψ

𝛍௬ ൌ 𝛾ℏ2𝑖 𝑐ఈ 0 𝑐ఉ 0 𝛼 𝐈ା 𝛽 eି௜ఠబ௧ െ 𝑐ఈ 0 𝑐ఉ 0 𝛽 𝐈ି 𝛼 e௜ఠబ௧
         ൌ 𝛾ℏ2𝑖 𝑐ఈ 0 𝑐ఉ 0 eି௜ఠబ௧ െ e௜ఠబ௧

eି௜ఏ െ e௜ఏ ൌ െ2𝑖 sin𝜃
     𝛍௬  ൌ     െ𝛾ℏ 𝑐ఈ 0 𝑐ఉ 0 sin 𝜔଴𝑡

𝛍௫ ൌ 𝛾ℏ 𝑐ఈ 0 𝑐ఉ 0 cos 𝜔଴𝑡
ℋ

(1-2-2)

(1-2-3)

𝛍௫ と 𝛍௬ を求める

𝑩𝟎

𝝁
歳差運動

𝛍௫ ൌ 𝛾ℏ 𝑐ఈ 0 𝑐ఉ 0 cos 𝜔଴𝑡𝛍௬ ൌ െ𝛾ℏ 𝑐ఈ 0 𝑐ఉ 0 sin 𝜔଴𝑡𝛍௭ ൌ 𝛾ℏ Ψ 𝑡 𝐈௭ Ψ 𝑡 ൌ 𝛾ℏ2 𝑐ఈ 0 ଶ െ 𝑐ఉ 0 ଶ
ここで、 𝛍௫ と 𝛍௬ の間には、以下の関係式が成り立つ。      𝛍௫ ଶ ൅ 𝛍௬ ଶ ൌ 𝛾ଶℏଶ 𝑐ఈ 0 ଶ 𝑐ఉ 0 ଶ cosଶ 𝜔଴𝑡 ൅ sinଶ 𝜔଴𝑡  ൌ   𝛾ଶℏଶ 𝑐ఈ 0 ଶ 𝑐ఉ 0 ଶ

つまり、x方向もy方向も時間依存し、x-y平面で歳差運動する。

𝝁 𝑡 ൈ 𝑩𝟎
dd𝑡 𝝁 𝑡 ൌ 𝝁 𝑡 ൈ 𝛾𝑩

𝝎 ൌ 𝛾𝑩
𝝎𝟎

NMRでは核におよぼす磁場の大きさで歳差運動の速度が変化する

(1-2-2)

(1-2-3)

(1-2-4)

(1-2-1)

以上より、磁化は熱平衡状態で右図のように歳差運動していることがわかる。

任意の磁場Bの場合

𝐈௫ ൌ 12 𝑐ఉ∗𝑐ఈ ൅ 𝑐ఈ∗𝑐ఉ𝐈௬ ൌ 12𝑖 െ𝑐ఉ∗𝑐ఈ ൅ 𝑐ఈ∗𝑐ఉ (0-0-14)

(0-0-16)𝑐ఈ ൌ 𝑐ఈ 𝑡 、 𝑐ఉ ൌ 𝑐ఉ 𝑡

NMRで観測するのは、1個の磁化ではなく、試料全体に含まれている磁化、全てである。
よって、 巨視磁化を𝑴௫ 、𝑴௬、𝑴௭ とすると、

𝑴𝝁𝒊

(1-3-1)

𝑴௫ ൌ෍ 𝛍௫ ௜௜ , 𝑴௬ ൌ෍ 𝛍௬ ௜௜  , 𝑴௭ ൌ෍ 𝛍௭ ௜௜  
さらに

また、位相はランダムなので、総和をとると、cos と sin の項は0になる。よって、

𝛍௫ ൌ 𝛾ℏ 𝑐ఈ 0 𝑐ఉ 0 cos 𝜔଴𝑡𝛍௬ ൌ െ𝛾ℏ 𝑐ఈ 0 𝑐ఉ 0 sin 𝜔଴𝑡𝛍௭ ൌ 𝛾ℏ2 𝑐ఈ 0 ଶ െ 𝑐ఉ 0 ଶ
(1-2-2)
(1-2-3)

(1-2-1)

𝑴௫ ൌ෍ 𝛍௫ ௜௜ ൌ 0 𝑴௬ ൌ෍ 𝛍௬ ௜௜ ൌ 0
𝑴௭ ൌ෍ 𝛍௭ ௜ே

௜ ൌ 𝑁 𝛍௭ ௜ (1-3-2)

1-3. 巨視磁化

ここで、𝑇ଵ と 𝑇ଶは時定数（単位はs）。静磁場 B0 が z 軸方向にある系（0, 0, B0 ）を考える。
(1-3-1)と(1-3-2)式より 𝑀௫ ୣ୯ ൌ 0 、 𝑀௬ ୣ୯ ൌ 0 なので、各成分は以下のように表すことができる。

1-4. Bloch方程式

磁化が熱平衡状態から外れた場合、磁化は熱平衡状態に戻ろうとする。この過程を表したのがBloch方
程式である。巨視磁化の熱平衡時の各成分を 𝑀௫ ୣ୯ 、 𝑀௬ ୣ୯ 、 𝑀௭ ୣ୯ とすると、

  d𝑀௫ 𝑡d𝑡 ൌ 𝜔଴𝑀௬ 𝑡 െ 𝑀௫ 𝑡𝑇ଶ
  d𝑀௬ 𝑡d𝑡 ൌ െ𝜔଴𝑀௫ 𝑡 െ 𝑀௬ 𝑡𝑇ଶ
  d𝑀௭ 𝑡d𝑡 ൌ 𝑀௭ ୣ୯ െ 𝑀௭ 𝑡𝑇ଵ

     d𝑴 𝑡d𝑡 ൌ 𝑴 𝑡 ൈ 𝛾𝑩 ൅ 𝑀௫ ୣ୯ െ 𝑀௫ 𝑡𝑇ଶ 𝒊 ൅ 𝑀௬ ୣ୯ െ 𝑀௬ 𝑡𝑇ଶ 𝒋 ൅ 𝑀௭ ୣ୯ െ 𝑀௭ 𝑡𝑇ଵ 𝒌 (1-4-1)

(1-4-4) 式は容易に解け、

(1-4-2)

(1-4-3)

(1-4-4)

න d𝑀௭ 𝑡𝑀௭ 𝑡 െ 𝑀௭ ୣ୯ ൌ െ 1𝑇ଵ නd𝑡 → ln 𝑀௭ 𝑡 െ 𝑀௭ ୣ୯ ൌ െ 𝑡𝑇ଵ ൅ ln𝐶
→ 𝑀௭ 𝑡 െ 𝑀௭ ୣ୯ ൌ    𝐶exp െ 𝑡𝑇ଵℋ (1-4-5)

𝜔଴ ൌ 𝛾𝐵଴

𝒊, 𝒋,𝒌 ：単位ベクトル



つまり、(1-4-2)±i (1-4-3) を計算する

積分定数𝐶 ൌ 𝑀௭ 0 െ 𝑀௭ ୣ୯ →     𝑀௭ 𝑡 ൌ 𝑀௭ ୣ୯ ൅ 𝑀௭ 0 െ 𝑀௭ ୣ୯ exp െ 𝑡𝑇ଵ
𝑀௭ 𝑡 െ 𝑀௭ ୣ୯ ൌ 𝐶exp െ 𝑡𝑇ଵ (1-4-5)

(1-4-6)

  d𝑀௫ 𝑡d𝑡 ൌ 𝜔଴𝑀௬ 𝑡 െ 𝑀௫ 𝑡𝑇ଶ
  d𝑀௬ 𝑡d𝑡 ൌ െ𝜔଴𝑀௫ 𝑡 െ 𝑀௬ 𝑡𝑇ଶ
  d𝑀௭ 𝑡d𝑡 ൌ 𝑀௭ ୣ୯ െ 𝑀௭ 𝑡𝑇ଵ

次に、(1-4-2)と(1-4-3)式を解くには、(1-4-7)
を導入する。

(1-4-2)

(1-4-3)

(1-4-4)

  𝑀േ 𝑡 ൌ    𝑀௫ 𝑡 േ 𝑖𝑀௬ 𝑡 (1-4-7)

                                    d𝑀േ 𝑡d𝑡 ൌ ∓𝑖𝜔଴ 𝑀௫ 𝑡 േ 𝑖𝑀௬ 𝑡 െ 𝑀௫ 𝑡 േ 𝑖𝑀௬ 𝑡𝑇ଶ                 ൌ ∓𝑖𝜔଴𝑀േ 𝑡 െ 𝑀േ 𝑡𝑇ଶ                                                    ൌ െ 1𝑇ଶ േ 𝑖𝜔଴ 𝑀േ 𝑡
𝑀േ 𝑡 ൌ 𝐶 exp െ 𝑡𝑇ଶ േ 𝑖𝜔଴𝑡 ൌ  𝑀േ 0 exp െ 𝑡𝑇ଶ cos 𝜔଴𝑡 ∓ 𝑖 sin 𝜔଴𝑡(1-4-8)式は容易に解ける

(1-4-8)

(1-4-9)

      𝑀௫ 𝑡 ൌ  𝑀௫ 0 cos 𝜔଴𝑡 ൅  𝑀௬ 0 sin 𝜔଴𝑡 exp െ 𝑡𝑇ଶ
     𝑀௬ 𝑡 ൌ   െ 𝑀௫ 0 sin 𝜔଴𝑡 ൅  𝑀௬ 0 cos 𝜔଴𝑡 exp െ 𝑡𝑇ଶ

(1-4-7)式より、(1-4-9)式は実部が 𝑀௫ 𝑡  、虚部が 𝑀௬ 𝑡
(1-4-10)

  𝑀േ 𝑡 ൌ  𝑀േ 0 exp െ 𝑡𝑇ଶ cos 𝜔଴𝑡 ∓ 𝑖 sin 𝜔଴𝑡 (1-4-9)

(1-4-2)±i (1-4-3)

  d𝑀௫ 𝑡d𝑡 ൌ 𝜔଴𝑀௬ 𝑡 െ 𝑀௫ 𝑡𝑇ଶ
  d𝑀௬ 𝑡d𝑡 ൌ െ𝜔଴𝑀௫ 𝑡 െ 𝑀௬ 𝑡𝑇ଶ
  d𝑀௭ 𝑡d𝑡 ൌ 𝑀௭ ୣ୯ െ 𝑀௭ 𝑡𝑇ଵ

(1-4-2)

(1-4-3)

(1-4-4)

  𝑀േ 𝑡 ൌ 𝑀௫ 𝑡 േ 𝑖𝑀௬ 𝑡 (1-4-7)

(1-4-11)

  𝑀േ 0 ൌ 𝑀௫ 0 േ 𝑖𝑀௬ 0

    𝑀௭ 𝑡 ൌ 𝑀௭ ୣ୯ ൅ 𝑀௭ 0 െ 𝑀௭ ୣ୯ exp െ 𝑡𝑇ଵ (1-4-6)

ℋ

初期状態（ 𝑡 ൌ 0 ）による巨視磁化 𝑀 の各成分の時間変化を見てみよう！

 𝑀௫ 0

𝑀௭ ୣ୯

      𝑀௫ 𝑡 ൌ  𝑀௫ 0 cos 𝜔଴𝑡 ൅  𝑀௬ 0 sin 𝜔଴𝑡 exp െ 𝑡𝑇ଶ     𝑀௬ 𝑡 ൌ െ 𝑀௫ 0 sin 𝜔଴𝑡 ൅  𝑀௬ 0 cos 𝜔଴𝑡 exp െ 𝑡𝑇ଶ    𝑀௭ 𝑡 ൌ 𝑀௭ ୣ୯ ൅ 𝑀௭ 0 െ 𝑀௭ ୣ୯ exp െ 𝑡𝑇ଵ
(1-4-10)

(1-4-11)

(1-4-12)～(1-4-14)式より 𝑡 → ∞ のとき、𝑀௫ 𝑡 ൌ 𝑀௬ 𝑡 ൌ 0 、𝑀௭ 𝑡 ൌ 𝑀௭ ୣ୯ ；熱平衡状態になる。

ここで、𝑇ଵ と 𝑇ଶ は緩和時間と呼ばれ、緩和時間が長いほど熱平衡状態に戻るまでの時間が長い。𝑻𝟏 は z 軸方向の緩和時間なので、縦緩和時間もしくはスピン－格子緩和時間と呼ばれる。𝑻𝟐 は x-y 平面の緩和時間なので、横緩和時間もしくはスピン－スピン緩和時間と呼ばれる。

(1-4-6)

・ 𝑡 ൌ 0 のとき、z 軸方向に磁化があるとする（熱平衡状態）と𝑀௫ 0 ൌ 𝑀௬ 0 ൌ 0 、𝑀௭ 0 ൌ 𝑀௭ ୣ୯ なので、𝑀௫ 𝑡 ൌ 𝑀௬ 𝑡 ൌ 0 、𝑀௭ 𝑡 ൌ 𝑀௭ ୣ୯
・ 𝑡 ൌ 0 のとき、x 軸方向に磁化があるとすると（90yパルス照射後）𝑀௬ 0 ൌ 𝑀௭ 0 ൌ 0 なので、以下の振る舞いをする𝑀௫ 𝑡 ൌ  𝑀௫ 0 cos 𝜔଴𝑡 exp െ 𝑡𝑇ଶ   𝑀௬ 𝑡 ൌ െ 𝑀௫ 0 sin 𝜔଴𝑡 exp െ 𝑡𝑇ଶ         𝑀௭ 𝑡 ൌ 𝑀௭ ୣ୯ 1 െ exp െ t𝑇ଵ

(1-4-12)

(1-4-13)

(1-4-14)

ここで、 𝑀௫ 0 ൌ 𝑀௭ ୣ୯

𝑀௫ 𝑡 ൌ  𝑀௫ 0 cos 𝜔଴𝑡 exp െ 𝑡𝑇ଶ𝑀௬ 𝑡 ൌ െ 𝑀௫ 0 sin 𝜔଴𝑡 exp െ 𝑡𝑇ଶ

x-y 平面で回転しながら（cos, sin項）、
その長さが短くなる（exp項）𝑀௫ ୣ୯ ൌ 𝑀௬ ୣ୯ ൌ 0

𝑀௭ ୣ୯

𝑀௭ 0 ൌ 0
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 𝑀௭ 𝑡 ൌ 𝑀௭ ୣ୯ 1 െ exp െ t𝑇ଵ
T1 T2

𝑇ଵ ൏ 𝑇ଵ

𝑥
𝑧

𝑦𝜔଴𝑡 𝑥
𝑧

𝑦

𝑇ଵ が長いほど緩和するのに時間がかかる
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ω

1-5. NMR測定の概要

NMRの信号は、パルスと呼ばれる矩形波を、信号を試料

に印加し、磁化が横緩和する際に生じる電流をアンプで
増幅している(x-y平面の磁化を観測)。
これをFIDといい、それをフーリエ変換するとスペクトルと
なる。つまり、スペクトルにはT2の情報を含む。

Transmitters Receivers

C
L

𝑥𝑧
𝑦

t / s

1-6 パルス間隔と緩和時間

NMRの場合、信号強度が小さいので、複数のFID信号を重ね（積算）、S/N比（Signal to Noise Ratio）を
あげている（ノイズは±の値、信号は符号が一定）。

この場合、磁化が熱平衡に達する前にパルスを印加すると右下図のように、積算の効果が小さくなる。

(1-4-14)
(1-4-14)式から、磁化が熱平衡に達するには、無限の時

間が必要である。これは非現実的なので、磁化が熱平
衡時の99%まで回復した時間を実験では用いている。

𝑡 ൌ 𝑇ଵ  𝑀௭ 𝑡 ൌ 𝑀௭ ୣ୯ 1 െ exp െ1 ൌ 0.63212 𝑀௭ ୣ୯𝑡 ൌ 3𝑇ଵ 𝑀௭ 𝑡 ൌ 𝑀௭ ୣ୯ 1 െ exp െ3 ൌ 0.95021 𝑀௭ ୣ୯𝑡 ൌ 5𝑇ଵ 𝑀௭ 𝑡 ൌ 𝑀௭ ୣ୯ 1 െ exp െ5 ൌ 0.99326 𝑀௭ ୣ୯𝑡 ൌ 7𝑇ଵ 𝑀௭ 𝑡 ൌ 𝑀௭ ୣ୯ 1 െ exp െ7 ൌ 0.99909 𝑀௭ ୣ୯𝑡 ൌ 10𝑇ଵ 𝑀௭ 𝑡 ൌ 𝑀௭ ୣ୯ 1 െ exp െ10 ൌ 0.99996 𝑀௭ ୣ୯
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𝑀௭ 𝑡 ൌ 𝑀௭ ୣ୯ 1 െ exp െ t𝑇ଵ

＊溶液の場合、30度パルスを用いている。(1-4-6)を使うと、待ち時間が約半分で済むことが分かる

   𝑐ఈ 𝑡 ൌ 𝑐ఈ 0 exp 𝑖 𝜔଴𝑡2   𝑐ఉ 𝑡 ൌ 𝑐ఉ 0 exp െ𝑖 𝜔଴𝑡2

   𝜕𝑐ఈ 𝑡𝜕𝑡 |𝛼⟩ ൅ 𝜕𝑐ఉ 𝑡𝜕𝑡 |𝛽⟩ ൌ െ 𝑖ℋℏ 𝑐ఈ 𝑡 |𝛼⟩ ൅ 𝑐ఉ 𝑡 |𝛽ൿ

 |Ψ 𝑡 ⟩ ൌ 𝑐ఈ 𝑡 |𝛼⟩ ൅ 𝑐ఉ 𝑡 |𝛽ൿ                         

NMRでは、核スピンの励起・緩和を扱う ➝ ℋ ൌ ℋ୞ ൅ℋ୮ୣ୰୲୳ୠୟ୲୧୭୬ を扱う

2 座標変換 1章で波動関数を定めた際の流れ

(1-1-6)

   𝑖ℏ 𝜕𝜕𝑡 |Ψ 𝑡 ⟩ ൌ ℋ|Ψ 𝑡 ⟩ (1-1-7)

(1-1-8)

ℋ ൌ ℋ୞ ൌ െ𝜔଴ℏ𝐈௭
   𝜕𝑐ఈ 𝑡𝜕𝑡 ൌ 𝑖𝑐ఈ 𝑡ℏ 𝜔଴ℏ 𝛼 𝐈௭ 𝛼
   𝜕𝑐ఉ 𝑡𝜕𝑡 ൌ i𝑐ఉ 𝑡ℏ 𝜔଴ℏ 𝛽 𝐈௭ 𝛽

(1-1-15)

(1-1-16)

     |Ψ 𝑡 ⟩ ൌ 𝑐ఈ 0 exp 𝑖 𝜔଴𝑡2  |𝛼⟩ ൅ 𝑐ఉ 0 exp െ𝑖 𝜔଴𝑡2 |𝛽⟩ (1-1-17)

Zeeman相互作用

シュレーディンガー方程式

2-1. 摂動項がある場合の波動関数
NMRは磁化と磁場の間の相互作用を観測する。

静磁場𝐵଴ >> 他の磁場𝐵 ➝ NMR測定で着目する相互作用はZeeman相互作用の摂動

   𝜕𝑐ఈ 𝑡𝜕𝑡 |𝛼⟩ ൅ 𝜕𝑐ఉ 𝑡𝜕𝑡 |𝛽⟩ ൌ െ 𝑖ℋℏ 𝑐ఈ 𝑡 |𝛼⟩ ൅ 𝑐ఉ 𝑡 |𝛽ൿ
 |Ψ 𝑡 ⟩ ൌ 𝑐ఈ 𝑡 |𝛼⟩ ൅ 𝑐ఉ 𝑡 |𝛽ൿ                         

ここまでは1章と同じ

(1-1-6)   𝑖ℏ 𝜕𝜕𝑡 |Ψ 𝑡 ⟩ ൌ ℋ|Ψ 𝑡 ⟩ (1-1-7)

(1-1-8)

  ℋ ൌ ℋ୞ ൅ℋ୮ୣ୰୲ୟୠୟ୲୧୭୬ ൌ ℋ଴ ൅ℋଵ
𝜕𝑐ఈ 𝑡𝜕𝑡 |𝛼⟩ ൅ 𝜕𝑐ఉ 𝑡𝜕𝑡 |𝛽⟩ ൌ െ 𝑖ℏ ℋ଴ ൅ℋଵ 𝑐ఈ 𝑡 |𝛼⟩ ൅ 𝑐ఉ 𝑡 |𝛽ൿ

シュレーディンガー方程式

  ℋ ൌ ℋ୞ ൅ℋ୮ୣ୰୲ୟୠୟ୲୧୭୬ ൌ ℋ଴ ൅ℋଵℋ଴ は ℋ୞ と可換項を含むので、固有値をもつ項。一方、ℋଵ は非可換成分のみを含む項とする。

(2-1-1)

(2-1-1)

(2-1-2)

両辺に左から ⟨𝛼| をかける 𝛼 𝛼 ൌ 1, 𝛼 𝛽 ൌ 0 また、 𝛼 ℋ଴ 𝛽 ൌ 0, 𝛼 ℋଵ 𝛼 ൌ 0 より𝜕𝑐ఈ 𝑡𝜕𝑡 ൌ   െ 𝑖ℏ 𝑐ఈ 𝑡 𝛼 ℋ଴ 𝛼 ൅ 𝑐ఉ 𝑡 𝛼 ℋଵ 𝛽 (2-1-3)



𝛽 𝛼 ൌ 0, 𝛽 𝛽 ൌ 1 𝛽 ℋ଴ 𝛼 ൌ 0, 𝛽 ℋଵ 𝛽 ൌ 0 

𝜕𝑐ఈ 𝑡𝜕𝑡 |𝛼⟩ ൅ 𝜕𝑐ఉ 𝑡𝜕𝑡 |𝛽⟩ ൌ െ 𝑖ℏ ℋ଴ ൅ℋଵ 𝑐ఈ 𝑡 |𝛼⟩ ൅ 𝑐ఉ 𝑡 |𝛽ൿ (2-1-2)

次に(2-1-2)の両辺に左から ⟨𝛽| をかける

𝜕𝑐ఉ 𝑡𝜕𝑡 ൌ   െ 𝑖ℏ 𝑐ఉ 𝑡 𝛽 ℋ଴ 𝛽 ൅ 𝑐ఈ 𝑡 𝛽 ℋଵ 𝛼 (2-1-4)

ℋ଴とℋଵを定めれば、𝑐ఈ 𝑡 や𝑐ఉ 𝑡 の時間変化が分かる

→ 励起や緩和による状態変化を知ることができる。

ここまでは一般量子論

𝜕𝑐ఈ 𝑡𝜕𝑡 ൌ   െ 𝑖ℏ 𝑐ఈ 𝑡 𝛼 ℋ଴ 𝛼 ൅ 𝑐ఉ 𝑡 𝛼 ℋଵ 𝛽 (2-1-3)

NMRではパルスを用いて磁化をx, y, z方向に回転させる → 回転を表す演算子を見ておこう！

2-2. 回転を表す演算子

𝜔௭𝑡𝑥
𝑧

𝑦𝐵଴𝐵ଵ

静磁場（B0）方向を z 軸、 パルスによる回転磁場（B1）をx-y 平面に印加（パルスの角周波数：𝜔௭）した場合
を考える（右図） 𝑩 ൌ 𝐵௫𝒊 ൅ 𝐵௬𝒋 ൅ 𝐵௭𝒌 𝒊, 𝒋,𝒌 ：単位ベクトル

𝑩 ൌ 𝐵ଵ cos 𝜔௭𝑡  𝒊 െ 𝐵ଵ sin 𝜔௭𝑡  𝒋 ൅ 𝐵଴𝒌 (2-2-1)

    ℋ ൌ െ𝜔ଵℏ𝐈௫ cos 𝜔௭𝑡 ൅ 𝜔ଵℏ𝐈௬ sin 𝜔௭𝑡 െ 𝜔଴ℏ𝐈௭         ൌ െ𝜔ଵℏ 𝐈௫ cos 𝜔௭𝑡 ൅ 𝐈௬ sin 𝜔௭𝑡 െ 𝜔଴ℏ𝐈௭
 ℋ ൌ െ𝛍 · 𝑩𝜔 ൌ 𝛾𝐵 𝛍 ൌ 𝛾ℏ𝐈 (1-1-2)(1-1-4)

(1-1-3)

(2-2-4)

(2-2-4) の証明は、次ページ

  𝐈௫ cos𝜔௭𝑡 െ 𝐈௬ sin𝜔௭𝑡 ൌ   𝑒௜ఠ೥௧𝐈೥𝐈௫𝑒ି௜ఠ೥௧𝐈೥ (2-2-5)

    ℋ ൌ െ𝜔ଵℏ𝑒௜ఠ೥௧𝐈೥𝐈௫𝑒ି௜ఠ೥௧𝐈೥ െ 𝜔଴ℏ𝐈௭

 ℋ ൌ െℏ𝐈 · 𝝎 (2-2-3)

パルス照射時のℋ(2-2-6)

𝜔଴ ൌ 𝛾𝐵଴𝜔ଵ ൌ 𝛾𝐵ଵ 𝝎 ൌ 𝜔ଵ cos 𝜔௭𝑡  𝒊 െ 𝜔ଵ sin 𝜔௭𝑡  𝒋 ൅ 𝜔଴𝒌 (2-2-2)

ℋ଴ ൌ െ𝜔଴ℏ𝐈௭ℋଵ ൌ െ𝜔ଵℏ 𝐈௫ cos 𝜔௭𝑡 ൅ 𝐈௬ sin 𝜔௭𝑡
に対応

(2-2-5)式の証明

右辺の指数部分を展開し、交換関係を用いると証明できる。

𝑒௜ఠ೥௧𝐈೥ ൌ 1 ൅ 𝑖𝜔௭𝑡𝐈௭ ൅ 𝑖𝜔௭𝑡𝐈௭ ଶ2 ൅⋯ 𝑒ି௜ఠ೥௧𝐈೥ ൌ 1 െ 𝑖𝜔௭𝑡𝐈௭ ൅ െ𝑖𝜔௭𝑡𝐈௭ ଶ2 ൅⋯
つまり、 (2-2-3)式の右辺は𝑒௜ఠ೥௧𝐈೥𝐈௫𝑒ି௜ఠ೥௧𝐈೥ ൌ 1 ൅ 𝑖𝜔௭𝑡𝐈௭ ൅ 𝑖𝜔௭𝑡𝐈௭ ଶ2 ൅⋯ 𝐈௫ 1 െ 𝑖𝜔௭𝑡𝐈௭ ൅ 𝑖𝜔௭𝑡𝐈௭ ଶ2 ൅⋯

ൌ 𝐈௫ ൅ 𝑖𝜔௭𝑡 𝐈௭𝐈௫ െ 𝐈௫𝐈௭ ൅ 𝑖𝜔௭𝑡 ଶ 12 𝐈௭𝐈௭𝐈௫ ൅ 12 𝐈௫𝐈௭𝐈௭ െ 𝐈௭𝐈௫𝐈௭ ൅ ⋯
ൌ 𝐈௫ ൅ 𝑖𝜔௭𝑡 𝐈௭𝐈௫ െ 𝐈௫𝐈௭ ൅ 𝑖𝜔௭𝑡 ଶ 12 𝐈௭𝐈௭𝐈௫ െ 12 𝐈௭𝐈௫𝐈௭ ൅ 12 𝐈௫𝐈௭𝐈௭ െ 12 𝐈௭𝐈௫𝐈௭ ൅ ⋯

ここで、 𝐈௭, 𝐈௫ ൌ 𝐈௭𝐈௫ െ 𝐈௫𝐈௭ ൌ 𝑖𝐈௬ 𝐈௫, 𝐈௭ ൌ െ𝒊𝐈௬ 𝐈௭, 𝐈௬ ൌ െ𝒊𝐈௫
ൌ 𝐈௫ െ 𝜔௭𝑡𝐈௬ ൅ 𝑖 𝑖𝜔௭𝑡 ଶ 12 𝐈௭𝐈௬ െ 12 𝐈௬𝐈௭ ൅ ⋯
ൌ 𝐈௫ െ 𝜔௭𝑡𝐈௬ െ 𝜔௭𝑡 ଶ2 𝐈௫ ൅ ⋯ ൌ 𝐈௫ cos𝜔௭𝑡 െ 𝐈௬ sin𝜔௭𝑡

  𝐈௫ cos𝜔௭𝑡 െ 𝐈௬ sin𝜔௭𝑡 ൌ   𝑒௜ఠ೥௧𝐈೥𝐈௫𝑒ି௜ఠ೥௧𝐈೥ (2-2-5) NMRで重要な関係式

𝑒௜ఏ𝐈೥𝐈௫𝑒ି௜ఏ𝐈೥ ൌ 𝐈௫ cos𝜃 െ 𝐈௬ sin𝜃𝑒௜ఏ𝐈೥𝐈௬𝑒ି௜ఏ𝐈೥ ൌ 𝐈௬ cos𝜃 ൅ 𝐈௫ sin𝜃𝑒௜ఏ𝐈೥𝐈௭𝑒ି௜ఏ𝐈೥ ൌ 𝐈௭
𝑒௜ఏ𝐈ೣ𝐈௫𝑒ି௜ఏ𝐈ೣ ൌ 𝐈௫𝑒௜ఏ𝐈ೣ𝐈௬𝑒ି௜ఏ𝐈ೣ ൌ 𝐈௬ cos𝜃 െ 𝐈௭ sin𝜃𝑒௜ఏ𝐈ೣ𝐈௭𝑒ି௜ఏ𝐈ೣ ൌ 𝐈௭ cos𝜃 ൅ 𝐈௫ sin𝜃
𝑒௜ఏ𝐈೤𝐈௫𝑒ି௜ఏ𝐈೤ ൌ 𝐈௫ cos𝜃 ൅ 𝐈௭ sin𝜃𝑒௜ఏ𝐈೤𝐈௬𝑒ି௜ఏ𝐈೤ ൌ 𝐈௬𝑒௜ఏ𝐈೤𝐈௭𝑒ି௜ఏ𝐈೤ ൌ 𝐈௭ cos𝜃 െ 𝐈௫ sin𝜃

𝜃𝑥

𝑧
𝑦𝜃

𝜃𝑦

𝑥
𝑧𝜃

𝜃𝑧

𝑦
𝑥𝜃

𝐈௫′𝐈௬′𝐈௭′ ൌ cos𝜃 െsin𝜃 0sin𝜃 cos𝜃 00 0 1 𝐈௫𝐈௬𝐈௭
0 0 െ1sin𝜃 cos𝜃 0െ cos𝜃 sin𝜃 0

1 0 00 cos𝜃 െ sin𝜃0 sin𝜃 cos𝜃
cos𝜃 0 sin𝜃sin𝜃 0 െcos𝜃0 െ1 0

cos𝜃 0 sin𝜃0 1 0െsin𝜃 0 cos𝜃
＊Point：右手系の座標で左ネジ方向（原点から各軸の＋方向を見る）に回転



𝑩𝟎

𝝁
静止座標系 回転座標系

歳差運動

2-3. 回転座標系 ここまでは、静止座標系であったが、ここから回転座系を扱う。

熱平衡状態で磁化はz 軸周りに歳差運動している。その角周波数と同じ速度の座標に乗ると、磁化は静

止する。ここで、静止座標系の波動関数をこれまでどおり |Ψ 𝑡 ⟩、回転座標系の波動関数を |Ψ෩ 𝑡 ൿ と

おく。両者の座標変換はユニタリー演算子（長さを変えない演算子） U を用いて、以下のように表すこと
ができる。

𝑦𝜔௭𝑡𝑥
𝑧

      |Ψ෩ 𝑡 ൿ ൌ 𝐔|Ψ 𝑡 ⟩

   𝐔 ൌ eି௜ఠ೥௧𝐈೥

    |Ψ 𝑡 ⟩ ൌ 𝐔ା|Ψ෩ 𝑡 ൿ ൌ e௜ఠ೥௧𝐈೥|Ψ෩ 𝑡 ൿ
また、逆変換（回転座標➝静止座標）は、逆回転なので、

回転座標系はz 軸を中心に角速度𝜔௭で左回転するので、U は具体的に以下のようになる。

|Ψ 𝑡 ⟩ |Ψ෩ 𝑡 ൿ
(2-3-1)

(2-3-2)

(2-3-3)

Im(y)

Re(x)െ𝜔௭𝑡
𝐔 𝜕𝜕𝑡 𝐔ା|Ψ෩ 𝑡 ൿ ൌ 𝜕𝜕𝑡 |Ψ෩ 𝑡 ൿ െ െ𝑖𝜔௭𝐈௭ eି௜ఠ೥௧୍೥𝐔ା|Ψ෩ 𝑡 ൿ

回転座標系の利点：磁化が止まる（時間変化しない） ← これを調べよう！

：回転座標系の波動関数

|Ψ 𝑡 ⟩ ൌ 𝐔ା|Ψ෩ 𝑡 ൿ ൌ e௜ఠ೥௧𝐈೥|Ψ෩ 𝑡 ൿ
𝑖ℏ 𝜕𝜕𝑡 |Ψ 𝑡 ⟩ ൌ ℋ|Ψ 𝑡 ⟩シュレーディンガー方程式

            𝑖ℏ 𝜕𝜕𝑡 𝐔ା|Ψ෩ 𝑡 ൿ ൌ ℋ𝐔ା|Ψ෩ 𝑡 ൿ
|Ψ෩ 𝑡 ൿ

𝑖ℏ𝐔 𝜕𝜕𝑡 𝐔ା|Ψ෩ 𝑡 ൿ ൌ 𝐔ℋ𝐔ା|Ψ෩ 𝑡 ൿ              左から U をかける（𝐔 ൌ 𝐔 𝐈௭, 𝑡 なので、時間微分を通り抜けられない）

𝐔𝐔ା ൌ 𝐔ା𝐔 ൌ 1 𝜕𝜕𝑡 𝐔𝐔ା|Ψ෩ 𝑡 ൿ ൌ 𝜕𝐔𝜕𝑡 𝐔ା|Ψ෩ 𝑡 ൿ ൅ 𝐔 𝜕𝜕𝑡 𝐔ା|Ψ෩ 𝑡 ൿ

𝐔 ൌ eି௜ఠ೥௧𝐈೥
𝐔 𝜕𝜕𝑡 𝐔ା|Ψ෩ 𝑡 ൿ ൌ 𝜕𝜕𝑡 |Ψ෩ 𝑡 ൿ ൅  𝑖𝜔௭𝐈௭|Ψ෩ 𝑡 ൿ

𝜕𝐔𝜕𝑡 ൌ െ𝑖𝜔௭𝐈௭eି௜ఠ೥௧𝐈೥

(2-3-3)

(1-1-7)

(2-3-4)

(2-3-5)

(2-3-6)

  ℋ ൌ ℋ଴ ൅ℋଵ

(2-3-5)にあわせるために(2-3-6)の両辺に𝑖ℏをかける

               𝑖ℏ𝐔 𝜕𝜕𝑡 𝐔ା|Ψ෩ 𝑡 ൿ ൌ 𝐔ℋ𝐔ା|Ψ෩ 𝑡 ൿ

𝑖ℏ 𝜕𝜕𝑡 |Ψ෩ 𝑡 ൿ െ ℏ𝜔௭𝐈௭|Ψ෩ 𝑡 ൿ ൌ 𝐔ℋ𝐔ା|Ψ෩ 𝑡 ൿ

𝐔 𝜕𝜕𝑡 𝐔ା|Ψ෩ 𝑡 ൿ ൌ 𝜕𝜕𝑡 |Ψ෩ 𝑡 ൿ ൅  𝑖𝜔௭𝐈௭|Ψ෩ 𝑡 ൿ
𝑖ℏ𝐔 𝜕𝜕𝑡 𝐔ା|Ψ෩ 𝑡 ൿ ൌ 𝑖ℏ 𝜕𝜕𝑡 |Ψ෩ 𝑡 ൿ െ ℏ𝜔௭𝐈௭|Ψ෩ 𝑡 ൿ

𝑖ℏ 𝜕𝜕𝑡 |Ψ෩ 𝑡 ൿ ൌ 𝐔ℋ𝐔ା ൅ ℏ𝜔௭𝐈௭ |Ψ෩ 𝑡 ൿ
一般式が求まった。具体的に(2-2-6) のパルス ℋ ൌ െ𝜔ଵℏ𝑒௜ఠ೥௧𝐈೥𝐈௫𝑒ି௜ఠ೥௧𝐈೥ െ 𝜔଴ℏ𝐈௭を代入してみよう𝑖ℏ 𝜕𝜕𝑡 |Ψ෩ 𝑡 ൿ ൌ െ𝜔ଵℏ𝐔𝑒௜ఠ೥௧𝐈೥𝐈௫𝑒ି௜ఠ೥௧𝐈೥𝐔ା െ 𝜔଴ℏ𝐔𝐈௭𝐔ା ൅ ℏ𝜔௭𝐈௭ |Ψ෩ 𝑡 ൿ𝐔 ൌ eି௜ఠ೥௧𝐈೥𝐔ା ൌ e௜ఠ೥௧𝐈೥ 𝑖ℏ 𝜕𝜕𝑡 |Ψ෩ 𝑡 ൿ ൌ െ𝜔ଵℏ𝐈௫ െ 𝜔଴ℏ𝐈௭ ൅ ℏ𝜔௭𝐈௭ |Ψ෩ 𝑡 ൿ                𝐔, 𝐈௭ ൌ 0

(2-3-5)

(2-3-6)

(2-3-7)

(2-3-8)

  ℋ ൌ ℋ଴ ൅ℋଵ 𝑩𝟎

𝝁
静止座標系

回転座標系の回転速度 𝜔௭ が共鳴周波数（磁化の角回転速度）𝜔଴ に等しい場合、(2-3-8)式は

𝜔௭ ൌ 𝜔଴の回転座標系では静磁場,𝑩𝟎が消える！

磁場はパルスが作る磁場のみ
↓

磁場B1の周り（x軸）に歳差運動する

回転座標系B1

𝑖 𝜕𝜕𝑡 |Ψ෩ 𝑡 ൿ ൌ െ 𝜔ଵℏ𝐈௫|Ψ෩ 𝑡 ൿ                      回転座標系の
シュレーディンガー方程式

（Just Resonance or On Resonance）

回転座標系の利点

𝑖ℏ 𝜕𝜕𝑡 |Ψ෩ 𝑡 ൿ ൌ െ𝜔ଵℏ𝐈௫ െ 𝜔଴ℏ𝐈௭ ൅ ℏ𝜔௭𝐈௭ |Ψ෩ 𝑡 ൿ                (2-3-8)

(2-3-9)

 ℋ୰୤ ൌ െ𝜔ଵℏ𝐈௫ (2-3-10)

回転座標系における
パルス（x軸方向に照射）のハミルトニアン

 ℋ୞ ൌ െ𝜔଴ℏ𝐈௭ (1-1-4)

対比：静止座標系のZeeman相互作用



2-4. 回転座標系における波動関数

  𝑒ି௜ఠబ௧𝐈೥|𝛼⟩ ൌ 𝑒ି ௜ఠబ௧ଶ |𝛼⟩   𝑒ି௜ఠబ௧𝐈೥|𝛽⟩ ൌ 𝑒௜ఠబ௧ଶ |𝛽⟩
|Ψ෩ 𝑡 ൿ ൌ 𝑐ఈ 𝑡 𝑒ି ௜ఠబ௧ଶ |𝛼⟩ ൅ 𝑐ఉ 𝑡 𝑒௜ఠబ௧ଶ |𝛽⟩

式を見やすくする
ための置き換え  𝑐ఈ 𝑡෫ ൌ 𝑐ఈ 𝑡 𝑒ି ௜ఠబ௧ଶ 𝑐ఉ 𝑡෫ ൌ 𝑐ఉ 𝑡 𝑒௜ఠబ௧ଶ

      |Ψ෩ 𝑡 ൿ ൌ 𝐔|Ψ 𝑡 ⟩ (2-3-1)

 |Ψ 𝑡 ⟩ ൌ 𝑐ఈ 𝑡 |𝛼⟩ ൅ 𝑐ఉ 𝑡 |𝛽ൿ                 (1-1-6)

   𝐔 ൌ eି௜ఠ೥௧𝐈೥ (2-3-2)

(2-4-1)

       |Ψ෩ 𝑡 ൿ ൌ 𝑐ఈ 𝑡෫ |𝛼⟩ ൅ 𝑐ఉ 𝑡෫ |𝛽⟩ (2-4-3)

(2-4-2)

回転座標系の波動関数

静止座標系の波動関数

𝑖 𝜕𝜕𝑡 |Ψ෩ 𝑡 ൿ ൌ െ𝜔ଵ𝐈௫|Ψ෩ 𝑡 ൿ回転座標系の
シュレーディンガー方程式

(2-3-9)

1章と同様に、(2-3-9)を用いて𝑐ఈ 𝑡෫ と𝑐ఉ 𝑡෫を求める

左から⟨𝛼| をかける。⟨𝛼 𝛼⟩ ൌ 1、⟨𝛼 𝛽⟩ ൌ 0𝑖 𝜕𝜕𝑡 𝑐ఈ 𝑡෫ ൌ െ𝜔ଵ𝑐ఈ 𝑡෫ 𝛼 𝐈௫ 𝛼 െ 𝜔ଵ𝑐ఉ 𝑡෫ 𝛼 𝐈௫ 𝛽

     𝑖 𝜕𝜕𝑡 𝑐ఈ 𝑡෫ ൌ െ 12𝜔ଵ𝑐ఉ 𝑡෫

       |Ψ෩ 𝑡 ൿ ൌ 𝑐ఈ 𝑡෫ |𝛼⟩ ൅ 𝑐ఉ 𝑡෫ |𝛽⟩ (2-4-3)回転座標系の波動関数

𝑖 𝜕𝜕𝑡 |Ψ෩ 𝑡 ൿ ൌ െ𝜔ଵ𝐈௫|Ψ෩ 𝑡 ൿ回転座標系の
シュレーディンガー方程式

(2-3-9)

𝑖 𝜕𝜕𝑡 𝑐ఈ 𝑡෫ |𝛼⟩ ൅ 𝑐ఉ 𝑡෫ |𝛽⟩ ൌ െ𝜔ଵ𝐈௫ 𝑐ఈ 𝑡෫ |𝛼⟩ ൅ 𝑐ఉ 𝑡෫ |𝛽⟩ (2-4-4)

 𝛼 𝐈௫ 𝛽 ൌ 12 (0-0-13)

(2-4-5)

𝑖 𝜕𝜕𝑡 𝑐ఉ 𝑡෫ ൌ െ𝜔ଵ𝑐ఈ 𝑡෫ 𝛽 𝐈௫ 𝛼 െ 𝜔ଵ𝑐ఉ 𝑡෫ 𝛽 𝐈௫ 𝛽
𝛽 𝐈௫ 𝛼 ൌ 12

左から⟨𝛽| をかける⟨𝛽 𝛽⟩ ൌ 1、⟨𝛽 𝛼⟩ ൌ 0

(0-0-13)

     𝑖 𝜕𝜕𝑡 𝑐ఉ 𝑡෫ ൌ      12𝜔ଵ𝑐ఈ 𝑡෫ (2-4-6)

(2-4-5)と(2-4-6)の連立微分方程式を解く方法は次節で示す

𝜔ଵパルスの照射により占有確率が変化

2-5 連立微分方程式の一般的な解法 （微分積分学なのでNMR限定の内容ではない）dd𝑡 𝑦ଵ ൌ 𝑦ଵሶ ൌ 𝑐ଵଵ𝑦ଵ ൅ 𝑐ଵଶ𝑦ଶ ൅ 𝑐ଵଷ𝑦ଷ ൅ ⋯൅ 𝑐ଵ௡𝑦௡dd𝑡 𝑦ଶ ൌ 𝑦ଶሶ ൌ 𝑐ଶଵ𝑦ଵ ൅ 𝑐ଶଶ𝑦ଶ ൅ 𝑐ଶଷ𝑦ଷ ൅ ⋯൅ 𝑐ଶ௡𝑦௡⋯dd𝑡 𝑦௡ ൌ 𝑦௡ሶ ൌ 𝑐௡ଵ𝑦ଵ ൅ 𝑐௡ଶ𝑦ଶ ൅ 𝑐௡ଷ𝑦ଷ ൅ ⋯൅ 𝑐௡௡𝑦௡
(2-5-1)式を行列表記すると、𝑦ଵሶ𝑦ଶሶ⋮𝑦௡ሶ ൌ 𝑐ଵଵ 𝑐ଵଶ ⋯ 𝑐ଵ௡𝑐ଶଵ 𝑐ଵଵ⋮ ⋱𝑐௡ଵ 𝑐௡௡

𝑦ଵ𝑦ଶ⋮𝑦௡           𝐘ሶ ൌ 𝐂𝐘               
(2-5-2)式が0でない解を持つには、以下の永年行列式が0になる必要がある。𝑐௜௝ െ 𝜆𝛿௜௝   ൌ 0
ここで、𝛿௜௝はクロネッカーのδで、𝛿௜௝ ൌ 1 𝑖 ൌ 𝑗 𝛿௜௝ ൌ 0 𝑖 ് 𝑗 である。この解 λ はn 個あり（重解

がある場合は、n 個未満）、それぞれ固有ベクトル 𝐏𝒊 と以下の関係が成り立つ。𝐂𝐏𝒊 ൌ λ𝒊𝐏𝒊
ℋ

(2-5-1)

(2-5-2)

(2-5-3)

(2-5-4)

左から𝐏ି𝟏をかける

この固有ベクトルを並べた行列 P を用いると、行列 C を対角化できる。つまり、𝐏ି𝟏𝐂𝐏 ൌ 𝐃
ここで、Dの対角成分は固有値 λ𝒊 である。

𝐘ሶ ൌ 𝐂𝐘
𝐘 ൌ 𝐏𝐔

𝐂𝐏𝒊 ൌ λ𝒊𝐏𝒊 𝐔ሶ ൌ 𝐃𝐔λ𝒊→𝐃

→

𝐘ሶ ൌ 𝐏𝐔ሶ
𝐘ሶ ൌ 𝐂𝐘          

さて、ここからは(2-4-5)と(2-4-6)を具体的に解く。𝑖 𝜕𝜕𝑡 𝑐ఈ 𝑡෫ ൌ െ 12𝜔ଵ𝑐ఉ 𝑡෫        𝑖 𝜕𝜕𝑡 𝑐ఉ 𝑡෫ ൌ െ 12𝜔ଵ𝑐ఈ 𝑡෫
これを行列表記すると、

解法：𝐘 ൌ 𝐏𝐔 を導入する。固有ベクトルからなる行列PとUを求め、解Yを求める。𝐔ሶ ൌ 𝐏ି𝟏𝐘ሶ

𝐔ሶ ൌ 𝐃𝐔
𝐔ሶ ൌ 𝐏ି𝟏𝐂𝐘𝐘 ൌ 𝐏𝐔𝐔ሶ ൌ 𝐏ି𝟏𝐂𝐏𝐔     𝐏ି𝟏𝐂𝐏 ൌ 𝐃

解ける形

𝜕𝜕𝑡 𝑐ఈ 𝑡෫𝜕𝜕𝑡 𝑐ఉ 𝑡෫ ൌ 0 𝑖𝜔ଵ2𝑖𝜔ଵ2 0 𝑐ఈ 𝑡෫𝑐ఉ 𝑡෫ℋ

(2-5-5)

(2-5-2)

(2-5-5)

(2-4-5) (2-4-6)

(2-5-6)



𝜕𝜕𝑡 𝑐ఈ 𝑡෫𝜕𝜕𝑡 𝑐ఉ 𝑡෫ ൌ 0 𝑖𝜔ଵ2𝑖𝜔ଵ2 0 𝑐ఈ 𝑡෫𝑐ఉ 𝑡෫             𝐘ሶ ൌ 𝐂𝐘
(2-5-3)式に従い、永年方程式をつくると、െ𝜆 𝑖𝜔ଵ2𝑖𝜔ଵ2 െ𝜆 ൌ 0 → 𝜆ଶ ൌ 𝑖𝜔ଵ2 ଶ → λ ൌ േ 𝑖𝜔ଵ2
次に(2-5-4)式に従いPを求める。 𝐂𝐏𝒊 ൌ λ𝒊𝐏𝒊
(i)  λ ൌ ௜ఠభଶ のとき、𝑖𝜔ଵ2 0 11 0 𝑎𝑏 ൌ 𝑖𝜔ଵ2 𝑎𝑏 →        𝑎𝑏 ൌ 11                    
(ii) λ ൌ െ ௜ఠభଶ のとき、𝑖𝜔ଵ2 0 11 0 𝑐𝑑 ൌ െ 𝑖𝜔ଵ2 𝑐𝑑 →      𝑐𝑑 ൌ 1െ1                        
よって、行列Pは、

ℋ

ℋ
ℋ

(2-5-6)

(2-5-4)

(2-5-7)

(2-5-8)

(2-5-9)

ここで、行列Pの大きさを1とするために、係数
ଵଶがついている。

𝐏 ൌ    12 1 11 െ1 ℋ

𝐔ሶ ൌ 𝐃𝐔 で、対角行列は、固有値を用いて、

𝐃 ൌ 𝑖𝜔ଵ2 00 െ 𝑖𝜔ଵ2                                     
よって、 d𝑈ଵd𝑡d𝑈ଶd𝑡 ൌ 𝑖𝜔ଵ2 00 െ 𝑖𝜔ଵ2 𝑈ଵ𝑈ଶ                      2 െ 45
つまり、 d𝑈ଵd𝑡 ൌ 𝑖𝜔ଵ2 𝑈ଵ d𝑈ଶd𝑡 ൌ െ 𝑖𝜔ଵ2 𝑈ଶ                             
この微分方程式を解く。 a, b を積分定数とすると、𝑈ଵ ൌ 𝑎e௜ఠభ௧ଶ 𝑈ଶ ൌ 𝑏eି ௜ఠభ௧ଶ                                         𝐘 ൌ 𝐏𝐔 なので、 𝑐ఈ 𝑡෫𝑐ఉ 𝑡෫ ൌ 12 1 11 െ1 𝑎e௜ఠభ௧ଶ𝑏eି ௜ఠభ௧ଶ
よって、 𝑐ఈ 𝑡෫ ൌ 12 𝑎e௜ఠభ௧ଶ ൅ 𝑏eି௜ఠభ௧ଶ𝑐ఉ 𝑡෫ ൌ 12 𝑎e௜ఠభ௧ଶ െ 𝑏eି ௜ఠభ௧ଶ

ℋ
対角行列なので、ௗ௙ௗ௫೔ ൌ 𝑓 𝑥௜  となる

𝐘ሶ ൌ 𝐂𝐘
𝐘 ൌ 𝐏𝐔

𝐂𝐏𝒊 ൌ λ𝒊𝐏𝒊 𝐔ሶ ൌ 𝐃𝐔λ𝒊→𝐃
→

(2-5-10)

(2-5-11)

(2-5-12)

(2-5-13)

(2-5-14)

(2-5-15)

𝑐ఈ 𝑡෫ ൌ 12 𝑎e௜ఠభ௧ଶ ൅ 𝑏eି ௜ఠభ௧ଶ𝑐ఉ 𝑡෫ ൌ 12 𝑎e௜ఠభ௧ଶ െ 𝑏eି ௜ఠభ௧ଶ
積分定数a, bを定める。𝑡 ൌ 0 のとき、𝑐ఈ 0෫ ൌ 1, 𝑐ఉ 0෫ ൌ 0 とする。つまり、巨視磁化は𝑡 ൌ 0 のとき z 軸

方向を向いている(αスピンのみの状態)。この条件を適用すると、𝑎 ൅ 𝑏 ൌ 2 𝑎 െ 𝑏 ൌ 0
𝑎 ൌ 𝑏 ൌ   22   

以上より、

𝑐ఈ 𝑡෫ ൌ 12 e௜ఠభ௧ଶ ൅ eି ௜ఠభ௧ଶ 𝑐ఉ 𝑡෫ ൌ 12 e௜ఠభ௧ଶ െ eି ௜ఠభ௧ଶ
ここで、eേ௜ఏ ൌ cos𝜃 േ 𝑖 sin𝜃 なので、𝑐ఈ 𝑡෫ ൌ cos𝜔ଵ𝑡2 𝑐ఉ 𝑡෫ ൌ 𝑖 sin𝜔ଵ𝑡2
よって、回転座標系の波動関数は、|Ψ 𝑡෫ൿ ൌ    cos𝜔ଵ𝑡2 |𝛼⟩ ൅ 𝑖 sin𝜔ଵ𝑡2 |𝛽⟩    
(2-5-20)式の 𝜔ଵ𝑡 にパルスの角度を入れると、それぞれのパルス後の波動関数が求まる。

ℋ

ℋ

(2-5-14)

(2-5-15)

(2-5-16)

(2-5-17)

(2-5-18)

(2-5-19)

(2-5-20)

𝐈௫ ൌ Ψ 𝑡෫ 𝐈௫ Ψ 𝑡෫ ൌ 𝛼 𝐈௫ 𝛼 ൌ 12 𝛼 𝐈ା ൅ 𝐈ି 𝛼 ൌ 0
𝐈௬ ൌ Ψ 𝑡෫ 𝐈௬ Ψ 𝑡෫ ൌ 𝛼 𝐈௬ 𝛼 ൌ 12𝑖 𝛼 𝐈ା െ 𝐈ି 𝛼 ൌ  0
𝐈௭ ൌ Ψ 𝑡෫ 𝐈௭ Ψ 𝑡෫ ൌ 𝛼 𝐈௭ 𝛼 ൌ  12

つまり、熱平衡状態では巨視磁化 M は z 軸方向を向いている

2-6. パルス
求めた波動関数を用いて

回転座標系の磁化の挙動を調べる。

ℋ
ℋ

|Ψ 𝑡෫ൿ ൌ cos𝜔ଵ𝑡2 |𝛼⟩ ൅ 𝑖 sin𝜔ଵ𝑡2 |𝛽⟩ (2-5-20)𝜃 ൌ 𝜔ଵ𝑡 ൌ 0・0°パルス(パルス照射前)

       |Ψ෩ 𝑡 ൿ ൌ 𝑐ఈ 𝑡෫ |𝛼⟩ ൅ 𝑐ఉ 𝑡෫ |𝛽⟩ (2-4-3)

𝑖 𝜕𝜕𝑡 |Ψ෩ 𝑡 ൿ ൌ െ𝜔ଵ𝐈௫|Ψ෩ 𝑡 ൿ (2-3-9)

|Ψ 𝑡෫ൿ ൌ cos 0 |𝛼⟩ ൅ 𝑖 sin 0 |𝛽⟩ ൌ |𝛼⟩ (2-6-1)
つまり、パルス照射前の熱平衡状態ではαスピンの状態

期待値 𝐈௫ 、 𝐈௬ 、 𝐈௭ を求める（磁化のx, y, z成分）。



・90°パルス 𝜃 ൌ 𝜔ଵ𝑡 ൌ 𝜋2|Ψ 𝑡෫ൿ ൌ cos𝜋4 |𝛼⟩ ൅ 𝑖 sin𝜋4 |𝛽⟩ ൌ     12 |𝛼⟩ ൅ 𝑖|𝛽⟩                            
つまり、90°パルス照射により、αスピンとβスピンの存在確率が等しくなる。

各成分の期待値𝐈௫ ൌ Ψ 𝑡෫ 𝐈௫ Ψ 𝑡෫ ൌ 12 ⟨𝛼| െ 𝑖⟨𝛽| 𝐈௫ |𝛼⟩ ൅ 𝑖|𝛽⟩
ൌ 12 ⟨𝛼| െ 𝑖⟨𝛽| 12 𝐈ା ൅ 𝐈ି |𝛼⟩ ൅ 𝑖|𝛽⟩ ൌ 𝑖4 𝛼 𝐈ା 𝛽 െ 𝛽 𝐈ି 𝛼 ൌ 0

𝐈௬ ൌ Ψ 𝑡෫ 𝐈௬ Ψ 𝑡෫ ൌ 12 ⟨𝛼| െ 𝑖⟨𝛽| 𝐈௬ |𝛼⟩ ൅ 𝑖|𝛽⟩
ൌ 12 ⟨𝛼| െ 𝑖⟨𝛽| 12𝑖 𝐈ା െ 𝐈ି |𝛼⟩ ൅ 𝑖|𝛽⟩ ൌ 14 𝛼 𝐈ା 𝛽 ൅ 𝛽 𝐈ି 𝛼 ൌ 12𝐈௭ ൌ Ψ 𝑡෫ 𝐈௭ Ψ 𝑡෫ ൌ 12 ⟨𝛼| െ 𝑖⟨𝛽| 𝐈௭ |𝛼⟩ ൅ 𝑖|𝛽⟩
ൌ 12 𝛼 𝐈௭ 𝛼 ൅ 𝛽 𝐈௭ 𝛽 ൌ 12 12 െ 12 ൌ 0

よって、𝑥 軸に沿った90°パルスにより、磁化は回転座標系の 𝑦 軸方向に倒れる。

ℋ

古典論
ベクトルモデル

量子論では、|𝛼⟩と|𝛽⟩の占有
確率が等しい状態

ℋ
ℋ

|Ψ 𝑡෫ൿ ൌ cos𝜔ଵ𝑡2 |𝛼⟩ ൅ 𝑖 sin𝜔ଵ𝑡2 |𝛽⟩ (2-5-20)

(2-6-2)

・180°パルス |Ψ 𝑡෫ൿ ൌ cos𝜔ଵ𝑡2 |𝛼⟩ ൅ 𝑖 sin𝜔ଵ𝑡2 |𝛽⟩ (2-5-20)

|Ψ 𝑡෫ൿ ൌ 𝑖|𝛽⟩ (2-6-3)

180°パルスを印加するとαスピンからβスピンになる𝐈௫ ൌ Ψ 𝑡෫ 𝐈௫ Ψ 𝑡෫ ൌ 𝛽 𝐈௫ 𝛽 ൌ 0𝐈௬ ൌ Ψ 𝑡෫ 𝐈௬ Ψ 𝑡෫ ൌ 𝛽 𝐈௬ 𝛽 ൌ 0
𝐈௭ ൌ Ψ 𝑡෫ 𝐈௭ Ψ 𝑡෫ ൌ 𝛽 𝐈௭ 𝛽 ൌ െ 12

つまり、180°パルスにより െ𝑧 軸方向に磁化が倒れる（回転座標系）。

𝜃に任意の角度を代入することで、𝜃パルス照射後の磁化を求めることができる

𝜃 ൌ 𝜔ଵ𝑡 ൌ 𝜋


